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I. TIKIMYBINIS METODAS KOMBINATORIKOJE

1. Tikimybiné kombinatorika ar tikimybiniai metodai kombinatorikoje?

Kombinatorikoje naudojami visu matematikos Saku metodai ir rezultatai. Pastaruoju
metu ypac¢ plinta tikimybinis ,,virusas”. Daznai biina sunku irodyti kazkokio isskirtinio
objekto egzistavima visoje ju klaséje. Taciau toje klaseje ivedus tikimybini mata, nesunku
parodyti, kad isskirtinio objekto tikimybé yra teigiama. IS ¢ia daroma iSvada, kad toks
objektas egzistuoja. Zinoma, tai yra nekonstruktyvus irodymas. Taciau pamirsus pati
irodymo metoda, mes turime matematini fakta, suformuluota net nenaudojant zodziu
,,atsitiktinis”, ,, su tam tikra tikimybe” ar panasiu. Tokie rezultatai net nepriskiriami
tikimybinei kombinatorikai, kurios iSskirtinis bruozas yra paciu rezultatu formulavimas
tikimybiu teorijos terminais.

Sio kurso pradzioje paliesime keleta kombinatorikos uzdaviniu, kuriu sprendimui pato-
gu taikyti tikimybinius metodus. Tik po to, gerokai iSnagrinéje pacius populiariausius
kombinatorikos objektus, eisime prie jiems keliamu tikimybiniu uzdaviniu. Vadinasi, kas
yra tikimybiné kombinatorika, turétu paaiskéti tik kurso gale.

2. Viena poaibiy spalvinimo problema

Pradékime nuo paprastos spalvinimo problemos. Imkime pradine aibe X ir tarkime,
kad turime galimybe jos elementus nuspalvinti naudodami viena i§ dvieju spalvu. Na-
grinékime jos d poaibiu Seima 4. Sakoma, kad A yra dvispalvé, jei yra toks X nuspalvin-
imas, kad kiekviename A poaibyje atsiras abieju spalvu elementai. Jei A su |A| = m yra
dvispalve, tai ir daliniai poseimiai su mazesniu skaiciumi poaibiu bus dvispalviai. Didi-
nant m $i savybé nebutinai islieka. Pavyzdziui, aibés X su |X| = 2d — 1 visu d poaibiu
seima X (9 jau nebéra dvispalve. I5 tiesu, bet kaip spalvinant bus bent d vienodos spalvos
elementu ir toks poaibis priklauso X (%, Kokia yra maziausia poaibiu Seimos A C X (4,
kai d > 2, galia, kad A nebutu dvispalvé. Pazymékime §ia galia m(d). Kitaip tariant,
jei |A| < m(d), tai Seima A jau bus dvispalvé. Pritaike Stirlingo formule, i§ pateiktojo
pavyzdzio matome, kad

22d
2V md ’

Tai yra gana grubokas iverti s i$ virsaus. Daugiau informacijos suteikia apatiniai iverciai.
Ateityje tarsime, kad pradiné aibé X yra pakankamai didelé.

mu)g(mgi>:(y+dn)

d — 0.

Teorema. Teisingas toks ivertis is apacios:
m(d) > 2971, d>2.

Irodymas. Reikia isitikinti, kad bet kokia d poaibiu seima A su |[A| = m < 297! yra
dvispalvé. Nuspalvinkime aibés X elementus viena i spalvu su vienoda tikimybe ir
nepriklausomai viena nuo kito. Galime sakyti, kad pries spalvindami vir§ine metame
moneta. Jei A € A yra bet koks i$ poaibiu, tai tikimybe, kad visi jo elementai yra vienos
spalvos, yra

P(S4) := P(A — vienspalvis) = (1/2)4.
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Cia atsizvelgéme i dvieju spalvu galimybes. Tikimybe, kad bent vienas is A poaibiu bus

vienspalvis, lygi
P( U SA>.
AcA

Jei poaibiai is A nesikerta, ieSkomas nuspalvinimas akivaizdziai egzistuoja. Priesingu
atveju uzrasytoje ivykiu sajungoje ivykiai néra nesutaikomi, o sankirtu tikimybés yra
teigiamos. Tada

P( U SA) <Y P(Sa)=(1/2)"'m < 1.

AcA AcA

Is cia iSplaukia, kad prieSingo ivykio, kad visi poaibiai bus dvispalviai, tikimybe yra
teigiama, todél egzistuoja X nuspalvinimas toks, kad A butu dvispalvis. o

Pastebékime, kad m(2) = 3. Tai reiskia, kad 1 teoremoje gautas ivertis yra pasiekia-
mas. Pakanka panagrinéti trikampio virstiniu nuspalvinimo dviem spalvomis variantus.
Visada bent viena krastiné turés vienodos spalvos galus.

Sunkiau jrodyti teigini, kad m(3) = 7. Panagrinékite lygiakraséio trikampio virsuniu
ir pusiaukrastiniu visus tarpusavio susikirtimo taskus. Gausite 7 tasku aibe. Sudarykite
Seima 7 poaibiu po tris i$ tasku, esanciu krastinése, pusiaukrastinése ir krastiniu vidurio
tasku. Kad ir kaip keistume visu tasku nuspalvinimo variantus, bent viena i$ Seimos aibiu
bus vienaspalvé. Todél m(3) < 7.

Dvidesimtajame amziuje taip ir nepavyko rasti m(4) bei kitu Sios funkcijos reiksmiu.

3. Ramsey skaiciai

Ypac sunkios yra Ramsey’io skai¢iu problemos. Isivaizduokime, kad juoda ir balta
spalvom nuspalvinome pilnojo grafo K, briaunas ir keliame klausima, ar jame yra viena-
spalviai pilnieji pografiai K, arba K;. Cia s,t < n. Jei viena i3 §iu pografiu radome n eilés
grafe, tai juo labiau rasime ir didesniame. Idomus uzdavinys yra surasti maziausia n, kad
bet kokiu btuidu dviem spalvom nuspalvinatas K,, turétu bent viena minéta vienaspalvi
pografi. Sis maziausias skai¢ius vadinamas Ramsey skaiciumi R(s,t).

Su jais susijes placiai inomas faktas, jog Sesiu studentu draugijoje visada egzistuoja
trejetas, kurie pazista vienas kita arba nei vienas nepazista kito. Vaizduokime studen-
tus Sestos eilés grafo virsunémis ir junkime briauna virSunes, jei atitinkami studentai
pazinojo vienas kita. Salia nubrézkime grafo papilding, t.y., grafa su SeSiomis virsinémis,
kurios sujungtos briaunomis, jei atitinkami studentai nepazinojo vienas kito. Uzdéjus
abu grafus viena ant kito, gautume pilnaji K¢ grafa. Taigi, minétas faktas teigia, kad bet
kaip perskyrus pilnojo grafo briaunas i dvi dalis (pvz., nudazius jas dviem skirtingomis
spalvomis), arba viename, arba kitame pografyje bus pilnasis K3 pografis. Deja, penkiu
studentu draugija tokios savybés jau nebeturi.

Performuluojant Ramsey skaiciaus R(s,t) apibrézima, juo galima laikyti maziausia eile
G grafo, kuriame arba jo papildinyje yra vienas i§ vienspalviu pografiu K arba Kj.

Ateityje laikysime, kad s,t > 2. Pastebékime, kad

R(s,t) = R(t,s), s,t>2,



R(s,2) = R(2,s) =s, s>2.

I§ tiesu, dazant K grafo briaunas juodai ir baltai, arba visos briaunos bus juodos, arba
bent viena balta.

1 teorema (Ramsey, 1928). Tarkime, kad R(s—1,t) ir R(s,t—1) egzistuoja, o s,t > 2.
Tada egzistuoja R(s,t) ir yra teisinga nelygybé

R(s,t) < R(s —1,t) + R(s,t — 1).

R(s.t) < (”5_2).

s—1

Be to, kai s,t > 2,

Irodymas. Pirmaja nelygybe irodinéjant, pagal salyga galime laikyti, kad desSinéje
esantys démenys yra baigtiniai. Tegu

n:=R(s—1,t) + R(s,t — 1) =: ny + na.

Spalvinkime K, grafo briaunas juodai ir baltai bet kokiu budu. Reikia rasti juodai
nudazyta pografi K arba balta pografi K;.

Fiksuokime K™ virsune x. Jos laipsnis §(x) =n — 1 = n; + ny — 1. Todél §i virguné
yra incidenti nemaziau negu n, juodu briaunu arba nemaziau negu ns baltu briaunu.
Simetriskumo déka galime teigti, kad yra teisingas pirmasis atvejis. Nagrinékime pilnaji
K,,, grafa, kurio vir§inés yra incidentiskos x ir kurias su = jungia juodos briaunos. Jei
K, turi balta K; pografi, tai pirmoji nelygybé irodyta.

Priesingu atveju, pagal pazyméjima ny = R(s — 1,t), pilnasis K,, grafas turi juoda
K4 pilnaji pografi, kuris kartu su z ir juodosiomis briaunomis, inciden¢iomis x, sudaro
pilnaji pografi K. Pirmoji teoremos nelygybé irodyta.

Antraja nelygybe irodome matematinés indukcijos metodu. Kaip esame pastebéje, kai
s = 2 arba t = 2, antroji nelygybé virsta lygybe. Tarkime, kad s,t > 2, o s’,¢' > 2 kita
pora naturaliuju skai¢iu, s’ +r’ < s+t, kuriai antroji teoremos nelygybé jau yra teisinga
pagal indukcine prielaida. IS anksc¢iau irodytos nelygybeés isplaukia

R(s,t) < R(s—1,t)+ R(s,t —1) <
t+s—3 t+s—3 t+s—2
< + — _
- 5§—2 s—1 s—1
Teorema irodyta. o
Isvada. Teisingas toks jvertis 1§ virsaus:

R(s,s) < 22573,

Irodymas. Kadangi binominiu koeficientu

(o) ()



suma suskai¢iuoja ne visus (2s — 3) aibés poaibius, tai

2s — 2 2s —3 2s —3
2.1 < = < 92573,
(2.1) R(s,s)_<8_1) (s—1)+(3—2)_
Isvada irodyta. o

Pritaike Stirlingo formule, galétume §i iverti truputi patikslinti.

Jau anks¢iau matéme, kad R(2,2) = 2, o. Isitikinkite, kad minéta studentu burelio
savybé matematiskai yra isreiskiama lygybe R(3,3) = 6. Jai irodyti pastebétume, kad
pirmoji i§ (2.1) nelygybiu parodo, jog R(3,3) < 6. Apatinj iverti gautume iSnagrinéje
pilnaji K5 grafa, pavaizdave ji penkiakampiu ir nuspalvine vidines briaunas baltai, o
iSorines — juodai. Kadangi jame nerastume vienspalvio trikampio, padarytume isvada,
kad R(3,3) > 6.

Ramsey’io skaiciu ivertinimas i§ apacios yra zymiai sudétingesné problema. Ja na-
grinésime naudodami tikimybinius samprotavimus.

2 teorema (P. Erdds). Visiems s > 2 turime
R(s,s) > 2°/2.

Irodymas. Galime pradéti nuo s > 4. Imkime K, grafa, kai n < 2°/2, ir nepriklausomai
su vienodomis tikimybémis 1/2 nuspalvinkime jo briaunas juoda ir balta spalvomis. Bet
kokio visu briaunu nuspalvinimo tikimybeés yra lygios

9—(5)

Jei A yra virsuniu s aibé, o S4 — ivykis, kad visos A virStnes jungiancios briaunos yra
baltos, tai
P(Sa) =2"(),

Vadinasi, tikimybe, kad yra bent vienas baltas pilnasis pografis Ky, lygi
n s
P Sa) < PSSy = (")2-0).
(|AL|L A> - |Az—:s o) (s>

Pasinaudokime nelygybe

iSplaukiancia is

Taigi, jei n < 2%/2,

P( U SA) < g2 ) <22 g
|A|=s



Tokia pati tikimybeé ir deél juodojo K pografio egzistavimo. Vadinasi, tikimybé, kad
neegzistuos nei baltas, nei juodas K, yra grieztai teigiama. Darome iSvada, kad yra
grafo K, nuspalvinimas su Sia savybe. Teorema irodyta. o

Aptartus Ramsey skai¢iaus R(s, s) iver¢ius pavyksta patikslinti tik atskirais atvejais.
Nezitrint to, kad mes naudojome primityvius tikimybinus samprotavimus, bet kokiam s
P.Erdés’o ivercio iki Siol nepavyko pagerinti.

4. Grafy vaizdavimo plokSstumoje problema

Panagrinékime grafu idéties i plokStuma problema. Prisiminkime, kad grafas vadi-
namas planariuoju, jei egzistuoja jam izomorfiskas ploksciasis grafas. Tai reiskia, kad
planaruji grafa galima pavaizduoti plokstumoje taip, kad briaunas vaizduojanéios Zorda-
no kreiveés nesikirstu vidiniuose tagkuose. Zinoma, gretimos briaunos bus vaizduojamos
kreivémis, turin¢iomis bendra galini taska. Paprastajam jungiam ploksc¢iam grafui G =
(V,E) su |[V| =n, |E| =m ir veidu (valstybiu) skai¢iumi f galioja Eulerio lygybé

n—m+ f=2.
IS ¢ia isplaukia nelygybé
(4.1) m < 3n — 6.
I8 tiesu, jei f; — skaicius veidu, apribotu ¢ > 3 briaunu, tai
f=fs+fat -, 2m =3fs +4fs+---.

Vadinasi, 2m — 3f > 0. Istate §i iverti i Eulerio lygybe, gauname (4.1).

Taigi, matome, jog vaizduodami didelius grafus plokstumoje, neiSvengsime briaunu
susikirtimu. Aisku, galétume iSvengti briaunos susikirtimo su savimi, briaunu su bendra
virstine susikirtimo, dvieju briaunu susikirtimo dukart ir daugiau kartu. Kalbédami apie
briaunu susikirtimus ¢ia iSvardintu atveju neturesime omenyje. Koks yra minimalus
briaunu susikirtimu skai¢ius paprastajam grafui? Pazymékime ji c¢r(G). Grafo idéti i
plokstuma su tokiu susikirtimu skai¢iumi vadinkime minimalivoju.

1 teorema. Teisingas jvertis is apacios

cr(G) > m — 3n + 6.

Irodymas. Tarkime, kad grafa G idéjome i plokStuma ir gavome cr(G) briaunu susikirti-
mu. Susiskirtimo taskus prijunge prie virstuniu aibés, o jais apribotas briaunu dalis — prie
briaunu, gauname nauja grafa, kuris bus ploksé¢ias. Naujojo grafo eilé lygi n’ = n+cr(G),
briaunu skaicius — m’ = m + 2cr(G), nes kiekviena naujoji virsuné yra ketvirto laipsnio.
Pagal (4.1) gauname

m + 2cr(G) < 3(n+ cr(G)) — 6.

IS ¢ia iSplaukia teoremos tvirtinimas. o



Pastebékite, kad cr(Kg) = 3. Jei m priklauso nuo n tiesiskai, tai 3 teoremos rezultatas
yra gana tikslus. Bendru atveju jis grubokas. 1973 metais P. Erdés ir R.K. Guy iskélé
hipoteze, kad cr(G) > em3/n?; &ia ¢ > 0. Ja 1982 metais irodé visas biirys matematiku.
Mes pateiksime tikimybini kiek tikslesnio rezultato irodyma.

2 teorema. Jei paprastajam n eilés ir m didumo grafui m > 4n, tai

1 m?
cr(G) > ——.

(G) = 64 n?

Irodymas. Nagrinékime minimalu grafo G idéjima i plokStuma. Tarkime, kad jame
virstunés atsiranda nepriklausomai su vienodomis tikimybémis 0 < p < 1. Gauname
atsitiktini grafa Gp. Jo eilé n,, didumas m, ir susikirtimu skaic¢ius X, = cr(G,) yra
priklausomi atsitiktiniai dydziai. Taciau 1 teoremos teiginys jam galioja. Gauname

Xp —mp+3n, >6>0.
Is ¢ia isplaukia sarysis vidurkiams
(4.2) EX, — Em, + 3En, > 0.
Suskaiciuojame juos
En_pn, Em,, = mp?, EX, = p'er(G).

Sunkiau pastebima paskutiné lygybé argumentuojama tuo, kad naujajame grafe susikirti-
mas atsiranda senojo vietoje, jei pasirodo visos keturios briaunu galinés virsunés. Dabar
istate i (4.2), gauname

pier(G) — p*m + 3pn > 0.

Vadinasi,
3n

p>m — 3pn ~m
P

cr(G) >

=

Parinke p = 4n/m, i$ ¢ia gauname reikiama jverti. o

Sugalvokite dar grazesni irodyma

5. Kliky problema

Dabar pateiksime pavyzdi, kuriame tikimybiu vaidmuo yra kiek kitoks nei anksciau
pateiktuose teoremu irodymuose. Priminsime, kad pilnasis pografis K, grafe yra vadi-
namas klika. Intuityviai aisku, kad grafas, neturintis didelés eilés p klikos, negali tureéti
daug briaunu. Rasime Sio fakto kiekybini ivertinima.

Turano teorema. Jei grafas G = (V, E) neturi p eilés klikos, tai

2
E| < (1_L)"__
p—1/ 2



Irodymas. Pasinaudokime ir tikimybémis, ir viena optimizavimo idéja. Grafo virsuniu
aibéje V iveskime tikimybini skirstini, virsunei v € V' priskirdami tikimybe w, > 0 taip,

kad
Z W, = 1.
ueV
Skirstini yra patogu zymeéti vektoriumi w = (wq,...,w,). Nagrinékime suma
f(U_}) = Z We, Wy s
uwveEE

kurioje, kaip matome, imamos tik gretimu virsuniu tikimybiu sandaugos.
Tegu wy ir v;1 — bet kokios negretimos virsunés. Pazymékime ju gretimuju virSuniu

tikimybiu sumas
s = Z Wy, t= Z Wy, -
ulveER uvi€EE
Tegu s > t. Kaip keistusi f(w), jei v; tikimybe w,, ,,perduotume” uy virsunei, tuo paciu
mazintume vir§uniu su teigiamomis tikimybémis skaic¢iu? Tegu naujasis skirstinys bus
w’. Jis gautas i§ w skirstinio v;-a koordinate pakeitus 0 ir ui-a koordinate — wy,, + w,, .
Kadangi

(5.1) f(w) = Z Wy Wy + Wy, Z Wy + Wy, Z Wy,

uveEFE u1vel uv1 €L
uFu1 ,VFVL
= E Wy Wy + Wy, § + Wy, T,
uveE
uFEUL,VFV]

Keiciant skirstini nurodytu budu, Sioje sumoje iSnyktu paskutinis, o priespaskutinis
démuo padidétuy dydziu w,, s. Taigi, naujajam tikimybiu skirstiniui

f(w/> = f(’(IJ) + Wy, § — Wy, t 2 f(’(f])

Vadinasi, galime padaryti iSvada: negretimu virstiniu tikimybes perduodant tai virstnei,
kurios kaimyniu tikimybe yra didesné, funkcijos f reikSmé nemazéja. Ji pasiekia maksi-
muma, kai vir§tineés su teigiamomis tikimybémis yra poromis gretimos. Tada jos sudaro
klika, kurios eile pazymékime k£ < p — 1.

Tegu dabar w; ir vy dvi Sios klikos virSunés su tikimybémis w,, > w,,. Imkime
0 < e < wy, —w,, ir pakeiskime §iy virStniy tikimybes per ¢ mazindami didesne ir
didindami mazesne. Panasiai kaip (5.1), bet atsizvelgdami i tai, kad dabar ir u;v; € E,
gauname naujaja funkcijos f reikSme

f(lf)”) _ Z Wy Wy + (wu1 — 5) Z Wy + (wvl + 5) Z Wy,

wvEE u1veER uvi el
u#“l 7”#’”1

+ (wu, =€) (we, +8) = f(@0) —e(1 —wu,) +e(1 —wy,) — g2
= f(w) +€(7~Uu1 — wvl) — &2 > f(w).
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Sis ivertis rodo, kad klikoms funkcija f pasiekia maksimuma, kai skirstinys virsaniu aibéje
yra tolygus. Jei vy,..., v yra klikos virsuneés, tai ju tikimybés tada turi buti lygios 1/k.
Klika turi k(k — 1)/2 briaunu, todél maksimali funkcijos f reiksmeé lygi

k(k—1)11
2 kk

Didéjant £ < p — 1, ji didéja, tad bet kokiam tikimybiniam skirstiniui virtiniu aibéje

turime
B 1 1
f(w) < §<1—pTl>

Paéme tolyguji skirstini w,, ~ 1/n, u € V, gauname

|E| 1 1
— < —(1-—).
nz — 2 p—1
Ta ir reikéjo irodyti. o

Ar Turano teorema nurodo tikslu grafo didumo ivertinima? Atsakymas yra teigia-
mas. Pakanka panagrinéti (p — 1)-dalius pilnuosius grafus. Pagal apibrézima jie gaunami
suskaidzius virsuniu aibe i (p — 1)-a galios n; > 0 poaibi taip, kad 1 < i < p—1ir
ny +---np—1 = n, ir sujungiant kiekviena pora virsuniu, gulin¢iy skirtinguose poaibiu-
ose, briaunomis. Maksimalus briaunu skaicius bus tada, kada poaibiuose esanc¢iu virstniu
skaiius yra labiausiai artimas. Jei vienodo negalima pasiekti, tai imama salyga |n;—n;| <
1. Pastarieji grafai vadinami Turano vardu. Jei (p—1) dalija n, tai turime n; ~n/(p—1).
Tokio (p — 1)-dalio pilnojo grafo didumas lygus

(G -0

Kadangi (p — 1)-daliai grafai neturi p eilés klikos, tai matome, kad Turano gautas jvertis
yra pasiekiamas.
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II. KOMBINATORINIU STRUKTURU SUSKAICIAVIMAS

1. Adityvieji naturaliojo skaiciaus skaidiniai
Pradésime nuo paprastu uzdaviniu. Panagrinékime klasikini kombinatorikos ir skai¢iu
teorijos uzdavini: kiek karty naturaluji skaiciy n galima uzrasyti suma

(1) n=mniy+---+ng

Cia k ir ny - bet kokie naturalieji skaic¢iai. Démenu tvarka laikykime nesvarbia, todél
papildomai galime reikalauti, kad butu n; > --- > ng > 1. IeSkomasis skaicius vadinamas
Eulerio-Hardy-Ramanujano vardu ir zymimas p(n). Sugrupave vienodus démenis, (1)
lygybe galime uzrasyti ir taip:

(2) n=1ky + - + nk,.

Dabar k; > 0 nurodo, kiek démenu, lygiu j buvo (1) skaidinyje. taigi, p(n) - isreiskia ir
vektoriu k = (k1,...,k,) € ZT, tenkinanciu (2) lygybe skai¢iu. Skaidinius (1) arba (2)
galima vaizduoti lentelémis:

vadinamomis Jungo arba Ferero diagramomis.

Eulerio teorema. Tegu p(0) =1, tada

d opmtt = -#)"t = f(t), teC, [t]<1

n>0 i>1

Euleris sia tapatybe naudojo formaliai, be griezto pagrindimo. Taip mes daznai elg-
simes ateityje, bet Si karta pateiksime visas irodymo detales.

Irodymas. Tarkime m - bet koks naturalusis skaic¢ius. Kai [t| < 1, galime dauginti
panariui baigtini skai¢iu absoliuc¢iai konverguojanciu eiluciu

fm(t) :== H<1_tj>_l:(1—|—t—|—t2+“')---(1—|—tm—|—t2m—|—---):
j<m

_ Z t1k1+~~~+mkm _ me(n)tn,

E1yeeoskm >0 n>0
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¢ia pp,(n) — lygties 1k1+- - -+mk,, = n sprendiniu, priklausanc¢iu Z*™ skaicius, p,,(0) = 1.
Aigku, pp,(n) < p(n) ir ppr(n) = p(n), kai 1 < n < m. Taigi,

fn@®) =1+ pm)t"+ > pm(n)t".
n=1 n>m+1

Srityje 0 < t < 1 dalinés sandaugos f,,(t) konverguoja i begaline sandauga f(t). Be to,
fm(t) < f(t), todél

D o)t = fu(t) < f(1).
n=0

vadinasi, eiluteés

S opm)t", > pm(n)t”

n>0 n>0

konverguoja, pastaroji — net tolygiai m atzvilgiu. Pastebéje, jog p,(n) — p(n), kai
m — o0 su visais n > 0, srityje 0 < ¢ < 1 pereiname prie ribos ir gauname

Zp(n)t” = W}l_rfloo me(n)tn = lim fm(t) = f(t)

n>0 n>0

Pastebéje, kad nagrinéjamos eilutés ir sandaugos konverguoja absoliuciai srityje |t| < 1,
galime teigti, kad lygybé galioja ir Siame realiosios tiesés intervale. Pagal analizinio
pratesimo principa tapatybé galioja netgi kompleksinés plokstumos vienetiniame skritu-
lyje. o

Pastebékime, kad kiekviena naturaliojo laipsnio Saknis yra funkcijos f(¢) polius, todél
vienetinis apskritimas yra natturali jos analizinio pratesiamumo riba. Naudojantis Kosi
formule galima toliau nagrinéti seka p(n), bet tai — gana sudétingi skai¢iavimai. Dvide-
Simto amziaus pradzioje Hardis ir Ramanudzanas, pvz., irode, kad

3 rs
p(n) ~ 4£€27T n6 - .
n

2. Aibés skaidiniai. Belo skaiciai
Tarkime A — n elementu aibé (n aibé). Nagrinékime visas jos iSraiskas nesikertanc¢iu
ir netuscéiu jos poaibiu sajungomis

A= A, AL CA, AgnNA;j =0, 1<j<k<s;
k=1

¢ia n — bet koks naturalusis skai¢ius. Tokiu skaidiniy kiekis vadinamas Belo skai¢iumsi ir
zymimas B,. Panagrinékime ji.
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1 teorema. Susitarkime, kad By = 1. Tada
B, = zn: n=hp n>1
n — £ E—1 n—k> = 1.

Irodymas. Galime nagrinéti aibe A = {1,...,n}. Bet koks A skaidinys poaibiais turi
viena poaibi ) su skai¢iumi n. Tegu

Q={nfUX CA né¢X,

o X yra (n—1) aibés A\ {n} poaibis. Jei |Q| = k — aibés @ elementu skaicius, tai kintant
X galima sudaryti (2:}) poaibiu Q.

Pagal Belo skai¢iaus apibrézima aibé A\ @ gali buti isskaidoma sajungomis B,,_j kartu.
Kadangi visas A sajungas galime gauti iSrenkant aibes @ ir iSskaidant likusi poaibi, tai

B,=Y" <Z:D By

k=1
<

Kombinatorikoje daznai naudojami antros rusies Stirlingo skaiciai, S(n, k), iSreiskian-
tys n aibés skaidiniu, turinc¢iu sajungose k poaibiu, skaic¢iu. Tad,
n
B, =) S(n,k).
k=1
Stirlingo skaicius S(n, k) taip pat galima apibrézti ir lygybe
n
t" =Y S(nk)tt— 1) (t—k+1).
k=1

Véliau naudosime Belo skai¢iu eksponentine generuojancia funkcija

Bit)=Y" B;;‘m.

2 teorema. B(t) = exp{e! —1}.

Irodymas. IS 1 teoremos isplaukia
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Issprende diferencialine lygti

B’ '
— =e
B
su pradine salyga B(0) = 1, baigiame teoremos irodyma. o

Isvada (Dobinskio formulé).

<'t:|+—A

-
k!’
k>0
Irodymas. Skai¢iuojame B(t) naudodami 2 teoremos rezultata ir gauname

B kt B 1 k N
SREPIY L I B

E>0 k>0 " n>0
Y ()
n>0 " : k>0
Sulygine B(t) koeficientus, gauname norima formule. o

Kombinatorikoje sutinkami ir kitokie aibés skaidiniu uzdavinio variantai. Tarkime,
reikia rasti n aibés skaidiniu sajungomis i§ k£ poaibiu, kuriu pirmame yra n; elementu,
antrame — ng, o k-ame — ny elementu, skaiciu. Tokiu skaidiniu skai¢ius lygus polino-

miniam koeficientui
( n ) n!
N1yeen, N ny!...ng!

Cia be to, ny + - - - + ng = n.

n
1
B, =n! —_
" > gy
keztn Jj=1
1k14---4nk,=n

3 teorema.

[rodymas. Vektorius k = (kq,...,k,)suk; € ZT tokiai, kad 1k +- - -+nk, = n, nusako
skaidinio struktura: jame yra k; galios j poaibiu. Pasidarykime k; dézuciu, kuriose gali
tilpti 7, 1 < j < n, skaiciu:

S R I A S YT

Bet kaip iSdéstydami visus n skaiciu i jas, t.y. panaudodami visus n! kéliniu, gauname
nurodytos strukturos skaidinius. Atkreipkime démesi i pasikartojimus. Ju priezastys yra
dvi:

(i) poaibiu tvarka skaidinyje yra nesvarbi;
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(ii) j galios poaibio elementu tvarka irgi nesvarbi.

Kitaip tariant, naudojant jvairius kélinius, to pacio didumo dézutés su iraSytais skai-
Ciais galéjo keistis vietomis ir duoti tuos pacius skaidinius. Dél (i) priezasties kievienas
skaidinys buvo pakartotas

kil kil k!

kartu, o dél (ii) priezasties —

(A% (YR L (nd)ke
kartu. Padalije n! i$ siu sandaugu, gauname reikiama formule. o

3. Polinomai virs baigtinio kiino

E.Galua irodé, kad kiekvieno baigtinio ktino elementu skaic¢ius yra pirminio skaiciaus
laipsnis, kuri pazymékime ¢, be to, kiekvienam ¢ galima apibrézti tokios eilés kiina, kuri
zymésime F,. Nagrinésime polinomu virs jo zieda F,[z]. Tegu Fj[z] — polinomu su
vienetiniu vyriausiuoju koeficientu multiplikacinis pusgrupis. Pagal pagrindine polinomu
skaidumo teorema kiekvienas f € Fj[r] daugikliu tvarkos tikslumu yra iSskaidomas
pirminiu (neskaidziu vir§ F,) polinomu sandauga

(1) f=p1...ps.

Cia p; € F;[z]. Tarkime, kad polinomo f laipsnis yra n ir (1) skaidinyje yra k; pirminiu
polinomu, kuriu laipsnis yra j, 1 < 7 < n. Turime sarysi

2) 1y + - + nky, = n.

Tegu 7(j) — j laipsnio pirminiu polinomu su vienetiniu vyriausiuoju koeficientu skaic¢ius.
Rasime jo asimptotini kitimo pobudi, kai j — oo.

1 teorema. Kickvienam naturaliajam n teisinga lygybé

n _ - 7T(_]) + kj — 1
r= Y (VT
kez*m 7=l !

1k1+--4+nk,=n

[rodymas. Pastebékime, jog ¢" lygus n laipsnio polinomu i§ F[z] skai¢iui. Visus tok-
ius polinomus suskirstykime i klases. Tegu viena klase sudaro n laipsnio polinomai, kuriu
(1) skaidinyje yra k; j-o laipsnio pirminiy polinomu. Vektorius k vadinamas Sios klasés
polinomu strukturos vektoriumi. Jis tenkins (2) salyga ir vienareiksmiskai apibrés na-
grineéjama klase.

Kadangi kiekviena polinoma galima suvokti kaip pirminiu polinomu (1) sandauga,
suskaiciuokime, kiek tokiu sandaugu galima sudaryti. Pirminius polinomus, kuriu laipsnis
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yra j, galime imti su pakartojimais i§ visos ju aibés, turin¢ios m(j) elementu. Pagal
kartotiniu deriniuy apibrézima gauname

5 (74551 _ g (779)

galimybiu. Skirtingu laipsniu polinomu rinkimas atliekamas nepriklausomai, todél na-
grinéjamos klasés polinomu skaicius lygus Siu koeficientu sandaugai, o visu n laipsnio

plolinomu skai¢iu gausime sudéje Sias sandaugas pagal struktiiros vektorius k, tenki-

nancius (2) salyga. o
2 teorema. Jei z € C, |z| < q7!, tai
S = (1= g2yt = [ (1= )70,
n>0 i>1

Irodymas. Pasinaudokime apibendrintaja Niutono binomo ir (3) formulémis. Gauname
. . Nk — 1\ .
(1—29)"6) = Z (7?(]) 4]; )ng‘
k>0

Formaliai dauginkime Sias eilutes pagal 7 > 1 ir gautuosius démenis grupuokime pagal
vienodus z laipsnius. Gauname

[[o-) 0= Y (”(1) *];1"“’1 - 1) Sk (”(2) ZfZ - 1) 2k _

jz1 k1,k2,--->0

kez™m
1k1+---+nk,=n

Pagal 1 lema apskliaustasis koeficientas lygus ¢”. Taigi formali lygybé yra irodyta.
Panasiu formaliu operaciju pagrindima, esame aptare skyrelyje apie naturaliojo skaiciaus
skaidinius. o

Skai¢iu teorijoje yra apibréziama Miobiuso funkcija:
1, jeim = 1;
u(im) = ¢ 0, jei egzistuoja pirminio skaiciaus kvadratas, dalijantis m;

(—=1)%, jei m issiskaido k skirtingu pirminiu skai¢iu sandauga.

Viena i§ jos savybiu yra iSreiSkiama apgrezimo formuléje.

Lema (Miobiuso apgrezimo formulé). Lygybés

ay = an i b, = Zu(m)an/m, Qn, by € C,

m|n mln
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yra ekvivalencios. Cia sumuojama pagal visus naturalivosius n daliklius.
Irodymas. o

3 teorema. Su wisais naturalitaisiais skaiciais n teisinga formulé

w(n) = 3 u(m)a™/™ = ¢ fn+ Olng™?).

m|n

Irodymas. Logaritmuodami 2 teoremoje gauta generuojancios funkcijos icraiska, gau-

name () ki
n)" t o\t
Sy ey ()
n>1 j>1k>1 n>1 \ jln
Vadinasi,
"= jn(j).
jln

Taigi, pirmasis teoremos teiginys iSplaukia iS Miobiuso apgrezimo formulés. Ivertis gau-
namas atskyrus démeni, kai m = 1, ir trivialiai ivertinus kitus démenis. o

UZduotis. Irodykite, kad pusgrupyje FZ[:E] n-ojo laipsnio polinomu, neturinc¢iu kartoti-
niu pirminiu daugikliu (bekvadraciy) skaicius

. 1 ()
= ¥ ()
E‘EZ+" Jj=1 J
1k14---4nk,=n

4. RusSiavimo algoritmas ir binarieji medziai

Informatika irgi ikelia kombinatoriniu uzdaviniu. Ypac aktualios yra algoritmu teorijos
problemos. Nagrinékime bene populiariausia duomenu riisiavimo uzdavini.

Tarkime, kad reikia sutvarkyti n skirtingu duomenu sarasa {a1, ..., a,} pagal koki nors
pozymio (rakto) didéjimo eile. Paprastumo délei laikykime, kad duomenys yra realieji
skaiciai, todél raktas yra ju didumas. Kai n = 3, algoritmas galétu buti toks, kaip
pavaizduota paveiksle.
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Lakoniskai iliustruodami, gauname ploksciaji grafa, vadinama binariuoju medziu:

Tokius medzius galime apibrézti rekursyviai, t. y. naudojant pilnosios matematinés
indukcijos principa.

Apibrézimas. Medis T" yra binarusis, jeigu

(i) jame yra virsuné (vadinama Saknimsi), sudaranti T, arba

(ii) ji yra sujungta su kairiuoju ir desiniuoju binariaisias medziais.

Aisku, (i) atveju turime tusciaji pirmos eilés medi, sudaryta i$ vienos virsunés, o (ii)
atveju kairysis ir deSinysis medziai yra mazesniu eiliu negu 7', todél ju apibrézimas galéjo
biti laikomas indukeine prielaida. Zinoma, binaruji medi galima nusakyti isvardijant jo
budingus bruozus. Kai jo eilé yra didesné uz vieneta, reikalaujama, kad jis turétu savybes:

(iii) jame yra viena antrojo laipsnio virsune, laikoma Saknimi;

(iv) kitu virsuniu laipsniai yra lygus 1 (jos vadinamos lapais) arba 3 (vidinés virsunés);

(v) briaunu isvedimas kairén ar desinén yra iskaitomas, t.y. jos laikomos skirtingomis.

Atkreipkime démesj i tai, kad takas nuo Saknies iki lapo (medyje toks takas yra vienin-
telis) binariajame medyje, vaizduojan¢iame algoritma, atitinka kazkokio saraso duomenu
surtiSiavima. RusSiuojant n duomenu, kad programa veiktu visais imanomais atvejais, is
viso lapu turi buti ne maziau negu N := n! lapu. Kiekviena binaru medi su §ia savybe
atitinka rtsiavimo algoritmas, todél svarbu suzinoti binariuju medziu, turinc¢iu N lapu,
skaiciu C'y. Susitarkime, kad C; = 1. Skaic¢iai C'y vadinami Katalano vardu. Rasime ju
savybiu.

Teorema. Katalano skaiciai Cn tenkina rekurentuji sarysi

N—-1
(1) Cn=> CiCn_g, Ci=1.
k=1
Be to,
1 /2N -2 22(N—1)
(2) Cn=— ~——,
N\N-1 N2\/m

kat N — oo.

Irodymas. Tegu N > 1. IS binaraus grafo atéme jo Sakni, gauname du binariuosius
medzius. Tarkime, kairiajame i$ ju yra k lapu, o deSiniajame — (N — k) lapu. Cia k gali
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biiti bet kuris is skaiciu 1, ..., N —1. Pagal Katalano skai¢iaus apibrézima galime neprik-
lausomai sudaryti Cy, kairiuju medziu ir Cy_x—1 deSiniuju. Sudéje pagal k, baigiame (1)
lygybés irodyma. Kitos lygybés irodymui panaudojame generuojancia sekos Cn funkcija

F(t):= Y Cnt".

N>1

Kadangi
N-1
F(t)? =Y ( CkCN_k)tN,
N>2 N k=1
todel
F(t)=t+ F(t)?
ir F(0) = 0. Vadinasi,

F(t) = %(1 —(1— 4t)1/2).

Naudodami apibendrintaja Niutono binomo formule, randame koeficienta prie tv. Jis
lygus

o 1/1)2 12N =34 (2N - 2)!
CN__§<N>(_4)N_§ 2NNl (N —1)INI

Taigi, (2) lygybé irodyta. Teoremoje pateikta asimptotika isplaukia i§ Stirlingo formuleés:

V2rn(n/e)™ < n! < eY/*2"/2rn(n/e)".

5. Vidutinis kelio ilgis greitojo riiSiavimo algoritme

Algoritmo kokybé priklauso nuo vidutinio panaudotu duomenu palyginimu skaiciaus,
laikant, jog duomenu sarase dydziu tvarka yra vienodai galima. Kaip iStirti §i algoritmo
parametra, ypac¢ kai duomenu skaicius didéja? Binariajame medyje ji atitinka vidutinis
tako nuo Saknies iki lapo ilgis. Kaip ir anksc¢iau rtusiuokime n skirtingu duomenu sarasa
{a1,...,a,} pagal rakto didéjima. Tegu duomenu raktas yra ju didumas. Panagrinékime
viena iS populiariausiu rusiavimo algoritmu, vadinama greituoju arba Hoare’s algoritmu:

(i) zingsnis: imame pirmaji saraso elementa a = a; ir sudarome du dalinius duomenu
sarasus L~ ir LT tokius, kad L~ duomenys biitu maZesni uz a, o L™ duomenys biity
didesni;

(ii) surtisiuojame L~ ir LT;

(iii) turédami surtisSivotus L~ ir LT bei ju tarpe a, baigiame procedira.

Teorema. Tarkime, kad q, - n duomeny sqraso elementy vidutinis palyginimy skai-
cius naudojant Hoarés algoritma. Tada

gn =2nlogn+ O(n), n>2.
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Irodymas. Pastebékime, kad pirmajame algoritmo zingsnyje visada atliekame n — 1
duomenu palyginimu. Antrame zingsnyje atskirta aibé L~ su vienoda tikimybe gali turéti
k=1,...,n—1duomenu, o L™ - (n — 1 — k) duomenu. Jas sutvarkydami vidutiniskai
naudojame g + ¢,_1—r palyginimu. Vidurkinant pagal k ir prisimine pirmaji zingsni,
gauname

n—1

1 2
2.1 n=n—1+— n— =n—14+— .
(2.1) q n +nZ(Qk+q 14k) =1 +nZQk

k=1

Aigku, kad g1 = 0. Naudodami generuojancias funkcijas randame sekos ¢,, asimptotika.
Pazymékime
oo
= Z Gnt".
n=1

Padaugine panariui (2.1) i$ nt™ ir sudéje pagal n > 1, gauname

(2.2) Y ngat" = n n—ltn+22<z )

n>1 n>1 n>1

Matome, jog kairéje puséje esanti eiluté lygi tQ’(t). Ieskodami pirmosios eilutés desinéje
puséje israiskos, pora kartu panariui diferencijuojame begaline geometrine progresija

dotr=1-t7" <L

n>0

Gauname, kad ieskoma eilute lygi 2¢? /(1 —t)3. Paskutinés eilutés (2.2) formuléje ieSkome

naudodami lygybe
n—1
DI O

n>1 n>1 n>1 k=1

Taigi, § (2.2) isplaukia

(2.3) tQ'(t) = (12_tt)3 + 2;?(?

Issprende sia pirmos eilés diferencialine lygti, kai patenkinama pradiné salyga Q(0) = 0,
gauname
t+log(l—t)
1-12
t2 3

:2(1+2t+3t2+-~)(5+§+~-).

Q) = -2
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Is ¢ia gauname

1
Gn = 2 E(n—k+1):2nlogn+0(n), n > 2.
k=2

Teorema jrodyta. o

Zinoma, kad bet kokiame rusiavimo algoritme vidutiniskai reikia ne maziau negu
log, N! ~ 1,44...nlogn saraso elementu palyginimu.

6. Medziu skaicius. Cayley’io teorema.

Panagrinékime kitokius negu binarieji medziai grafus. Tarkime G = (V, E) — grafas,
kurio virstuniu aibé V' yra netuscia, o briaunu aibé E yra sudaryta iS nesutvarkytuju poru
e=uzy,dlaz,y €V, x #y. Grafai G = (V, E) ir G’ = (V', E') vadinami izomorfiskais, jei
egzistuoja bijekcija ¢ : V' — V' tokia, kad xy € F tada ir tik tada, kada ¢(z)o(y) € E'.
Skai¢iuojant fiksuotos eilés |V| = n grafu skai¢iu izomorfiskus grafus laikome lygiais.
Idomesnis yra grafu su sunumeruota virsuniu aibe, vadinamu numeruotaisiais grafais,
atvejis. Dabar izomorfizmas turi islaikyti ir numeracija, t.y., jei = yra i-toji G grafo
virgiing, tai izomorfiskame G’ grafe ¢(x) turi buti irgi i-taja virsune. Pradékime nuo
paprasto teiginio.

1 teorema. Is viso yra

2n(n—1) /2

neizomorfisky numeruotyju n eilés grafy.

Irodymas. Pastebékime, kad uzdavinys ekvivalentus pilnojo numeruoto grafo K™ po-
grafiy skaiciaus nustatymui. Bet kurios briaunos e = x;x; galu numeriai nurodo, kurias
vir§tnes ji jungia, todél skaiciuojamus pografius vienareiksmiskai apibrézia galimi briaunu
poaibiai. Pilnajame grafe yra n(n — 1)/2 briaunu, todél briaunu aibés poaibiu skai¢ius
lygus teoremoje nurodytam dydziui. o

Ketvirtame skyrelyje radome tam tikru neizomorfisku nemumeruotu plokséiu medziu
skai¢iu. Kaip elgtis numeruotu medziu atveju? 1889 metais Cayley apskaiciavo neizo-
morfisku numeruotu n tos eilés medziu kieki T'(n)? Pradzioje isitinkiname, jog yra

4!
—+4=16
2-1—

skirtingu 4-os eilés medziu. Savarankiskai panagrinékite didesnés eilés medzius.
Cayley’io teorema. I5 viso galime sudaryti n™ 2
medziy.

neizomorfisky numeruoty n eilés

1 -sis jrodymas (Prifer’io). Tarkime G - nagrinéjamu medziu aibé. Kadangi seku
aibés
{(at,...yap2): 1<a;<n,1<i<n-—-2}=A

galia yra n" 2, pakaks rasti bijektyvu atvaizdi A — G.
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Kai n < 2, teiginys akivaizdus.

Tegu toliau n > 2. Medziui G = (V, E), kurios virsuniu aibé sunumeruota, V =
{z1,...,x,}, vienareiksmiskai priskirsime seka o = (a1, ..., a,—2) € A, vadinama medzio
Priifer’io kodu. Pradékime nuo medzio galinés virsuineés, kurios laipsnis lygus 1. Tokios
virstineés egzistuoja, nes kiekviena briauna turi dvi virstines ir todél

n

> 6(xi) =2(n—1).

1=1

Is keliu tokiu virstuniu isrinkime ta, kurios indeksas yra maziausias. Tegu tai virsuné
Zp,, 0 a1 - indeksas vir§unés, gretimos pirmajai. Grafas G — xp,, yra n — 1 eilés medis,
todél procesa galima kartoti, kol vir§tuniu, likusiu grafe, skaic¢ius yra didesnis uz 2. Kai
sis skaicius lygus 2, mes jau esame sudare vienintele seka (aq,...,a,—2).

Atvirksciai, ar bet kokiai sekai a = (aq,...,a,—2) € A galima vienareiksmiskai priskirti
medi? Atidékime n virSuniu ir brézkime norima medi, vadovaudamiesi zemiau nurody-
tomis taisyklémis:

a) jel by - maziausias i§ bent dvieju naturaliuju skai¢iu (is 1,...,n), nepasirodziusiu
sekoje a, tada junkime zp, su x,,;

b) aibe {1,...,n} pakeiskime {1,...,n}\ {b1}, o a - seka (as,...,a,_2);

c) procesa kartojame, kol iSsemiame visa seka (tuo paciu nubréziame n — 2 grafo
briaunas);

d) tarpusavyje sujungiame dvi likusias virsunes.

Taip vienareikSmiskai gautasis grafas yra medis, nes jis jungia visas n virSuniu, o jo
didumas yra n — 1.

Kadangi abu nagrinéti atvaizdziai yra vienas kito atzvilgiu yra atvirkstiniai, teorema
irodyta.

Grafu teorijai artimesnis kitas Cayley’io teoremos irodymo budas.

Antrasis teoremos jrodymas. Tarkime T'(n,k) - kiekis n tos eilés medziy, kuriuose
fiksuota virstiné x € V yra k-ojo laipsnio, 2 < k < n — 1. Virsinés numeris nesvarbus, jo
neminésime. I§vesime sarysi tarp T'(n, k) ir T(n,k — 1).

Imame medj G, kuriame d(z) = k — 1. Jame iSmeskime briauna wv, neincidencia su z.
Grafas skilo i du pomedzius, viename i$ ju yra virSunés x ir v arba x ir v. Tarkime, yra
pirmasis atvejis. Sujunge dabar x su v, gauname vél medi G’, kuriame d(x) = k. Pora
(G,G") pavadinkime junginiu ir suskai¢iuokime ju kieki dviem budais. Kadangi grafui
G mes galime sudaryti tiek G’, kiek yra briaunu su auksciau minétomis savybémis, tai
vienam G mes turime n—1—(k—1) = n—k partneriu. Taigi, i8 viso yra (n—k)T (n,k—1)
junginiu.

Skai¢iuokime ta pati skai¢iu kitu budu, pradédami nuo G’, kuriame d(z) = k, k > 2.

Tarkime x1,..., 2z, - gretimos x virsinés. Paeiliui iSmesdami briaunas xz;, ¢ = 1,...k,
mes ”atskeltume” pomedzius 11, ..., T}, kuriu eiles tegu bus nq, ..., ng,
(1) ny+---+np=n-—1.

Grafo G’ partneri junginyje dabar konstruojame tokiu budu:



22

a) iSmetame xxy, o véliau virsune x; sujungiame su bet kokia i§ vir§uniu, nepriklau-
san¢iy 77 (turime n — 1 — ny galimybiu);

b) ta pati kartojame su Ty, ..., Tk.

Atsizvelge i grafu G’ kieki T'(n, k) ir (1) i$ viso gauname junginiu

ZT(n, k)(n—1—mn;) = (n—1)(k—=1)T(n,k).

Sulygine abi junginiu skai¢iaus formules, gauname
(n—1)(k—1)T(n,k)=(n—k)T(n,k—1).

Kai £ = 1, §i rekurencioji formulé irgi teisinga. Jos nagrinéjimui galime panaudoti
akivaizdu fakta, kad T'(n,n — 1) = 1 (zvaigzdinio grafo atvejis). Gauname

n—2

T(n, k) = (k B 1) (n—1)"FL

Sudédami sias lygybes, iSvedame medziu kiekio T'(n) formule

T(n) = iT(n, k) = i (Z : f) (n— nk-l = (n—1)+1)""2=n""2

Teorema irodyta. o

Numeruota medj su viena iSskirta virsune, Saknimi, vadinsime Sakniniu medziu.

Isvada. Yra d,, :=n""! Sakniniy n eilés medziy.

Irodymas. Kiekvieno medzio, kuriu kieki nusako Cayley’io teorema, Saknimi gali buti
bet kuri virsuné. o

Sakniniai numeruoti medziai vadinami Cayley’io vardu. Baigtinis ju rinkinys vadi-
namas Sakniniu misku. Ji sudaranc¢iu medziu Saknu rinkinys laikomas misko saknims.
Kai misko medziu tvarka yra iskaitoma, miskas vadinamas ploksc¢iuoju. Jo Saknis bus
sutvarkytasis medziu Saknu rinkinys.

2 teorema. Jei q, —n eilés sakniniy misky skaicius, tai
(2) G = (n+1)"7 .

Irodymas. Imkime (n+1)-os eilés Cayley’io medi ir atimkime jo Sakni, turéjusia numerij
je{l,...,n+1}. Medis skyla i n eilés miska. Sunumeruokime jo virstnes pirmaisiais n
naturaliyju skaiciu. Tuo tikslu buvusius virstiniu indeksus, didesnius uz j, sumazinkime
vienetu. Nepriklausomai nuo buvusio j, gauname viena numeruota n eilés miska. Taigi,
is (n 4 1)-0 (n + 1)-os eilés medzio gavome viena mazesnés eilés miska.

Atvirksciai, turédami n eilés Saknini miska i$ keleto Cayley’io medziu, ivedame papil-
doma virstne, ir ja briaunomis sujungiame su medziu Saknimis. Priskirdami paeiliui
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papildomajai vir§tinei numerius j = 1,...,n+1 ir buvusiu virstiniu indeksus, ne mazesnius
negu j padidindami vienetu, gautume (n+ 1)-a (n+ 1)-os eilés Cayley’io medj. Vadinasi,
Gn = dn+1/(n+ 1). Dabar (2) iSplaukia i§ Cayley’io teoremos. o

7. Simetriné grupé

Viena i svarbiausiu kombinatoriniu strukttiru yra simetriné grupé. Paminésime pora
jos savybiu. Bijektyvus n aibés X atvaizdis o i ja pacia vadinamas keitiniu. Paprastumo
deélei, tegu X = {1,...,n}, tada o patogu zymeéti lentele

12 ..n
o= ,
lo 20 .... no
kurioje jo yra elemento j vaizdas, 7 = 1,...,n. Tegu S,, visu keitiniu aibé, o 01,09 du

jos atstovai. Lygybé
jlo102) = (joi1)oz, 1<j<n

apibrézia algebrine operacija, vadinama keitiniy daugyba. Algebroje irodoma, kad S,, Sios
operacijos atzvilgiu yra grupé, vadinama simetrine grupe. Jos eilé yra n!.
Jei keitinys s skirtingu skai¢iu ji,...,Js, 1 < s < n, vaizduoja cikliskai, t.y.

J1 2 gs g,

o kiti skaiciai paliekami vietoje, tai ji vadiname s ilgio ciklu. Toki keitini patogu zZymeti
viena slankiyjy simboliy eilute

(1) (Jij2 --- Js)-

1 teorema. Yra (s —1)! s ilgio cikly.

Irodymas. Anksciau pastebéjome, kad galime sudaryti s! kéliniu i§ s elementu, kurie
pagal (1) susitarima duotu ciklus. Dabar atkreipkime démesi i tai, kad zymédami ta pati
cikla, galéjome pradéti nuo bet kurio elemento ir cikliskai testi toliau. Vadinasi, darant
i§ visu kéliniu ciklus s kartu pasikartos tas pats ciklas. o

Jei {j1,. .., s} N{i1,...,im} = 0, tai ciklai

(J1y--+Js)y  (G1y.enyim)

vadinami nepriklausomais.

2 teorema. Kickvieng keiting galima iSreiksti nepriklausomuy cikly sandauga
(2) 0 =K1 Ky-

Cia w = w(o) — cikly skaic¢ius. Be to, tokia israiska yra vienintelé daugikliu uZrasymo
tvarkos tikslumu.
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Irodymas. Panaudokime algoritmizuotus samprotavimus. Jeigu j dar néra priskirtas
nagrinejamo keitinio o ciklui, tai raskime maziausia naturaltji skai¢iu m su savybe jo™ =
j. Toks m < n egzistuoja, nes turime ne daugiau negu n skirtingu skai¢iu sekoje jo*,
k > 1. Sudarome cikla

k= (jjo ... jo™ ).

Tai i§ tiesu yra ciklas, nes lygybé jo* = jol sul < k <1 < m =1, déka j = jo'=F,

priestarautu m minimalumui. Skaic¢ius m butu Sio ciklo ilgis.

Toliau taip pat skaicius X\ {4, jo, ..., jo™ '} skirstytume i ciklus. Naujasis ciklas biitu
nepriklausomas nuo pries tai sudaryto. IS tiesu, jei ¢, i = 4, — skaicCius, nepriklausantis
pirmajam ciklui, tai lygybe

(3) jo* =io

vestu prie sarysio jo*tP~! = 4 rodancio, kad i turéty priklausyti pirmajam ciklui.
Priestara akivaizdi. ISséme visus X skaicius, baigiame skaidinio egzistavimo irodyma.
Jei egzistuotu pora skirtingu skaidiniu ciklais, besiskirian¢iu ne tik iSdéstymo tvarka,
tai turetu egzistuoti bent vienas elementas, patenkantis i du ciklus ir todél jam rastume
dvi iSraiskas, tarkim, (3). Tai vél duoda priestara. o
Kombinatorikai svarbu, kokio ilgio ir kiek ciklu sudaro keitini. Pazymékime k; j ilgio
ciklu (2) skaidinyje, 1 < j < n. Aisku,

(4) 1ky 4+ -+ nk, =n

o ciklu kiekis lygus w(o) = ki + --- + k,,. Vektoriu k := k(o) = (ky,...,k,) € ZT"
vadinsime keitinio o strukturos vektoriumsi. Jis turi ir algebrine prasme.

Du simetrinés grupés S,, keitiniai o ir o7 vadinami jungtiniais, jeigu egzistuoja 7 € S,,
toks, kad

(5) o=7107 L.

Cia 77! keitiniui 7 atvirkstinis keitinys.
3 teorema. Du keitiniai yra jungtiniai tada ir tik tada, jei ju strukturos vektoriai
sutampa.

Irodymas. Tarkime k = (z1,...,x) - keitinio o7 ciklas, o7 yra jungtinis su o ir galioja
(5) sarysis. Turime

T1 = Tko1, T2 = T101, +-.y Tk = Tk—-101-
Pazymékime y; = z;771, 1 < j < k. Patikriname, jog (y1,...,yx) - keitinio o ciklas:
yjo = yj(rorr™h) = (y;7) (o177 h) = (200)7 " = 2017 = Yy,

jeij=1,... k—1,ir
Yo = (:Ek0'1)7'_1 =7 =y
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Isreiske is (5) keitini o1 per o, panasiai isitikintume, jog ir bet koks o ciklas atitinka oy
to paties ilgio cikla.

Tarkime dabar, kad k(c) = k(o). Imkime ju israiskas ciklais. Tegu (z175...25) -
bendrasis ciklas keitinyje o, o (y1y2...ys) - keitinyje o;. Atitinkamai sutvarkius cikluy
iSdéstymo eile, sudarykime keitini

(...:1:1 Ty ... xs)

T = .

Y1 Y Ll Ysee

Patikrinkime (5) formule. Du aibés atvaizdziai lygus, jei ju reikSmeés tuose paciuose

taskuose sutampa. Kaip vaizduoja z; atvaizdis o Zinom, o i ka atvaizduoja tuos pacius
skai¢ius 701771, surandame:

1’j(7’0’17'_1) = (:L'jT)O'l’T—l = (yjal)T_l = yj+17'_1 = Tjt1,

jei j=1,...,s— 1. Panagiai gautume (70177 !) = ;. Rastosios reikimeés sutampa su

x; vaizdais, naudojant o. (5) lygybé irodyta. o
Jungtinmiai elementai grupéje S, sudaro atskira klase, ja vienareikSmiskai atitinka

strukturos vektorius k, kurio sveikos neneigiamos koordinatés tenkina (4) lygybe.

4 teorema. Jei simetrinés grupés S, jungtiniy elementy elementy klasé S(k) apibré-
Ziama strukturos vektoriumi k, tai joje yra

_ n 1
|S(k)| = n! H Lk
j=1"

keitiniy.
Irodymas. Pasinaudojame 2.3 teoremos irodymo idéja. Turédami struktiros vektoriu,
pasidarykime k; dézuciu, kuriose gali tilpti j, 1 < 5 < n, skaiciu:

S N I A S YT

Bet kaip isdéstydami visus n skaiciu i jas, t.y. panaudodami visus n! kéliniu, gauname
nurodytos struktiiros keitinius. Atkreipkime démesij i pasikartojimus. Ju priezastys yra
dvi:

(i) ciklu tvarka keitinyje yra nesvarbi;

(ii) j ilgio cikla galima uzrasyti j budu, kei¢iant cikliskai jo elementus (Zr. 1 teoremos
irodyma).

Kitaip tariant, naudojant ivairius kélinius, to pacio didumo dézutés su irasSytais skai-
Ciais galéjo keistis vietomis ir duoti tuos pacius keitinius. Dél (i) priezasties kievienas
keitinys buvo pakartotas
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kartu, o dél (ii) priezasties —
1kegki ke
kartu. Padalije n! i$ siu sandaugu, gauname reikiama formule. o
8. Visi baigtinés aibés atvaizdziai
Nagrinésime visu n aibés X = {1,...,n} atvaizdziu f i ja pacia aibe T,,. Atvaizdziu

sasiikos atzvilgiu ji sudaro pusgrupi, daznai vadinama simetriniu. Kaip ir bijekciju atveju
f galime apibreézti lentele, pavyzdziui,

f— 1,2,3,4,5,6,7,8,9,10
-\ 1,2,2,3,3,4,1,6,9,8 )’

nurodancia, kad f(1) =1, f(2) = 2, f(3) = 2ir t.t. Galima vaizduoti ir digrafu, vadinamu
funkciniu atvaizdzio digrafu (grafu). Atveju f(z) = 22 + 2mod20 turime paveiksla:

Jame dvideSimties taksku aibé atvaizduota i ja pacia. Ir taip kiekviena iS n aibés
atvaizdziu f i ja pacia, galime pavaizduoti numeruotuoju digrafu, kurio virSuniu aibé
sutampa su aibés X elementais, o briauna (i,7) yra iSvesta is ¢ i j tada ir tik tada,
jei 7 = f(i). Funkcini grafa determinuojanti savybé galétu buti formuluojama Sitaip:
kievienos virsunés iséjimo laipsnis (i$ jos iSvestu briaunu skai¢ius) lygus vienam.

Matome, kad bet kokio funkcinio grafo struktura apibrézia vektorius
k(f) = (k1,...,kn), 1k1 + -+ 4+ nk, = n, kuriame k; = k;(f) Zymi j eilés jungiu grafo
komponenciu skaiciu.

Is atvaizdzio pavaizdavimo lentele matyti, kad visu n aibés atvaizdziu arba funkciniu n
eilés grafu skaicius |T,,| = n". Tac¢iau jungiu n eilés funkciniu n eilés grafu kieki C,, surasti
gana sunku. Tuo tikslu pasinaudokime eksponentinémis genruojanciomis funkcijomis
(e.g.f.). Pradzioje pastebékime pora ju savybiu.

Tegu
an,t" a,t"
O 3 AP TED D

n>0 n>0

seku {a,} ir {b,} e.g.f. Tada
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Taigi, sandauga A(t)B(t) yra apskliaustuju sumu, kai n = 0,1, ..., e..g.f. Panasiai, sekos

(1) i (Z) k410 -k

k=0

e.g.f. bus A'(t)B(t).

Teorema. Tarkime, T, - skaicius n eilés funkciniy grafy, turinciy k jungiy kompo-
nenciy, T, 0 =0, m(n) - skaicius jungiy n eilés funkciniy grafu,

- m(n
T.(0) =Y Tuth, To() =1, @)=Y T
k=1
Cia t,y - formalus parametrai. Tada

T(ty) = 3 O exppon(y)).

n>0

Irodymas. Raskime rekurentuji sarysi tarp T,41 i it Ty, Turédami (n+1)-os virstunés
aibe, pastebékime, jog n + 1 virstne gali buti jungioje komponentéje, kurioje be jos dar
yra 7 = 0,1,...,n kitu virStniy. Turime (?) ju parinkimo galimybiu. Galime sudaryti
7m(j + 1) jungiu funkciniu grafu su n + 1 ir Siomis j virsuniu. Likusios n — j virSuniu
nepriklausomai gali buiti 7}, —; ,—1 funkciniuose grafuose. Taigi,

n n '
Tn+1,k = Z <J)7T(] + I)Tn—j,k—l-

J=0

Padaugine i§ t* ir sudéje gautasias lygybes pagal k = 1,...,n + 1, turime
" /n
Ta(®) =t (7)ol + DTy (0
j=0

Pagal (1) formule

>, T"%W =T, (t,y) :t(z W) (Z Tng!)yn)

n>0

Vadinasi,
T,(t,y) = ' ()T (¢, y).

Integruodami pagal y baigiame teoremos irodyma. o
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Isvada. Teisingas sarysis

) T(y) = T(1,y) = 3 "0 = exp{Ti(y)}.

I sioje i8vadoje gautojo sarysio jau butu galima isvesti funkcijos I1(y) Tayloro koefi-
cientu 7(n) formule, bet lengviau ta padaryti pasitelkus sekancio skyrelio medziaga.

9. Numeruotosios kombinatorinés strukturos

Dabar susipazinsime su abstraktesne apibrézimu sistema, naudojama kombinatoriniu
strukturu teorijoje. Galima isivaizduoti, kad pradedama nuo komponenc¢iu arba nuo
jungiu kombinatoriniu struktiiru, nors toliau ivedamos savokos jungumo savybés nerei-
kalauja.

Struktiiros yra sudaromos i§ elementu (atomu), nurodant ju vidinius rysius. Zyméto-
stose struktiirose tiems elementams priskiriami indeksai, dazniausiai skaiciai. Pastaruoju
atveju struktiras vadinsime numeruotosiomis. Dvi tokios struktiros yra laikomos vie-
nodomis, jei ju elementu numeracijai naudojami tie patys skaiciai ir, sutapatinus vie-
nodai sunumeruotus elementus, vidiniai rysiai sutampa. Skirtingai apibréziant vidinius
rySius tarp elementu, gaunamos skirtingos struktiiru klasés. Fiksuokime viena tokia
klase U ir reikalaukime, kad kiekvienam n > 0 iS n elementu yra sudaroma tik baigtinis
skaic¢ius strukturu, kuriu eile (toliau zymeésime | - |) laikysime n. Paprastai atvejis n = 0
atitinka viena tusciaja struktiira, kuri jjungiama i nagrinéjama klase arba ne. n > 1 eileés
strukturos elementu numeracijai naudosime tik skaicius {1,...,n}. Visa n eilés strukturu
aibe zymeésime U,, C U, o u,, = [U,| — jos elementu skai¢iu. Pagal susitarima ug € {0,1}.
Taigi, klase sudaro nesikertanciu poaibilJ sajunga

Z/l:[jun, Uy < O0.

n=0
Formali eiluté » -
¢t U t"
uit)y=> Tl = >
ueU 0

vadinama ne tik sekos {u,}, n > 0, bet ir klasés U eksponentine generuojancia funkcija
(toliau EGF).

Turédami dvi numeruotu strukturu klases U ir V ir apibréSime trecia W, vadinama
skaidumo sandauga. Ja sudaro visos sutvarkytosios poros w = (u,v) € U x V su vi-
sais galimais zemiau apraSytais elementu sunumeravimais. Jei u € U elementai buvo

numeruoti skai¢iais {1,...,m}, o v € V — skaic¢iais {1,...,n}, tai w numeracijai naudo-
jami skaic¢iai {1,...,m + n}, naujoji struktura w laikoma n + m eilés. Strukturu u ir v
elementai pernumeruojami, dabar naudojant skaicius {1, ..., m + n}, islaikant buvusi ju

sutvarkyma (eiliskuma) ir taip, kad u ir v elementu naujos numeracijos nesikirstu. For-
maliai kalbant, skaidumo sandaugos w numeracija apibrézia bet kokios dvi monotoniskai
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didéjancios funkcijos 61 : {1,...,m} —{1,...,m+n}irfs : {1,...,m} — {1,...,m+n},
kuriu reiksmiu sritys nesikerta, o ju sajunga yra visa aibé {1,...,m + n}. Taigi u ir v
skaidumo sandauga (ja zymésim w = wu*v) yra aibé sutvarkytuju poru, besiskirian¢iu per-
numeravimu. AiSku, kad butent 6;, i = 1,2 monotoniskumas uztikrina anksc¢iau turéta
struktiiru v ir v elementu sutvarkyma, be to, daugindami skirtingas poras gausime skirtin-
gas skaidumo sandaugas. Visos skaidumo sandaugos w = u*v, u € U, v € V sudaro klasiu
U ir V skaidumo sandauga, kuria zymesime W = U*) . Pagal indukcija apibréziama ir bet
kokio skaiCiaus strukturu bei ju klasiu sandaugos. Atkreipkime démesi, kad pradéjome
nuo sutvarkytuju poru (u,v), todél grieztai kalbant, U « V # V xU. Toliau zymékime

US> =U, U =UU, .. U™ =UxU

Pradedant nuo nesutvarkytuju poru, lygiai taip pat apibréziame Abelio skaidumo san-
daugas. Ju zyméjimui naudosime simbolj [*]. Dabar

Ul =y, U =ulu, .. Ul =usun
Kadangi yra n! kéliniy, sandaugu 4 <"> ir Y["} EGF riga lygybeés
(1) U< () =nlUM®@), n=0,1,....
Skaidumo kompleksu vadinsime aibe
(2) US> ={DuUUU U....
Tai nesikertanciu aibiu sajunga. Panasiai
(3) utl = {pruuuvuPu. ..

vadinsime Abelio skaidumo kompleksu arba ansambliu.

Sakniniai numeruotieji miskai bei funkciniai grafai sudaro ansamblius. Pirmuoju atveju
pradin struktiru klasé buvo visu numeruotu medziu klasé, o antruoju — jungiu funkciniu
digrafu klasé. Pokstieji miskai sudaro skaidumo kompleksa (ne Abelio), nes juose i medziu
tvarka yra atsizvelgiama.

1 teorema. Tegu

U(t)zzuntn, V(t)zzvntn _

n! n!
n>1 n>1

kombinatoriniy struktury klasiy U bei V eksponentinés generuojancios funkcijos (EGF).
Skaidumo sandaugos W =U *V EGF

() W)= 3 U = UV,
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Skaidumo komplekso U<*> EGF lygi

tlwl

() Us=(t):= ) =1-U@®),

wEU*> ‘ "

o Abelio skaidumo komplekso U™ EGF —

. tlwl
(6) Ul ](t) — Z U — U@

Irodymas. Pastebékime, kad n eilés skaidumo sandaugu w = u * v galime sudaryti

Wn = i (Z) UrUn—k,

k=0

nes pastaroji lygybé nurodo, kad fiksuotoje sandaugoje viena komponenté yra k, o kita
— (n — k) eilés, be to, pirmoji komponenté yra numeruota bet kokiu k indeksu poaibiu i$
{1,...,n}. Taigi,
Wn _ g~ U _Vnok
nl = k! (n—k)!
I8 ¢ia isplaukia (4) formule.
Pasinaudoje ja bei (2) lygybe, gauname

SIS oD Dl S T
n>0 wEL{<”> : n>0
Abelio skaidumo kompleksui, pasinaudoje (1), turime bei

|w]
SCESIDIE RSN D =3 L Er =

n>0welfln nl weU<n> n>0

Palyginkime gauta rezultata su 8 skyrelio teoremos isvada. Ji teigia, kad funkciniu
digrafu klasés EGF tenkina lygybe

T(y) =) %Ty” = exp{z %y"}y

n>0 n>1

¢ia w(n) — jungiu funkciniu digrafu skaicius. Kadangi funkciniai digrafai yra jungiu digrafu
nesutvarkytieji rinkiniai ir funkciniai digrafai yra jungiu digrafu generuotas ansamblis,
pastarasis srySis yra 1 teoremos iSvada.
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Panagrinékime kita pavyzdi. Tegu U keitiniu cikluy klasé. Turédami n > 1 skaiciu
{1,...,n} galime sudaryti n! kéliniu (i1, 42,...,i,—1,%,). Kadangi ciklams galioja
(ilviZa cee 7in—lain) - (i27 s 7in—17in7il) - = (invilv o 7in—1)a

gausime (n — 1)! ciklu. Vadinasi, tokiu ciklu klasées EGF lygi

Z Ll)!t” = log(1 —t)~".

n!
n>1

Abelio skaidumo sandauga U™ duotu visus keitinius, sudarytus is n ciklu. Jos EGF lygi
1
[n] _ = n _ 4\—1
Url(t) = o log"(1—1¢)"".
Keitiniai sudarytu ciklu klasés generuota ansambli, todél jo EGF

1
USH = —log"(1—1t)" = —
> log"(1-t)" =,
n>0
ka mes turejome ir anksciau.

Ciklus galime sudarinéti ir i§ kitokiu negu skaic¢iai kombinatoriniu struktiru, pvz.,
medziu. Kokia bus EGF, jei pradésime nuo strukturu klasés su EGF A(t)?

2 teorema. IS kombinatoriniy struktury klasés A su EGF A(t) sudaryty cikly klasés
EGF bus lygi

city=>Y" %t” =1log (1— A(t)) .

n>0

Irodymas. Kaip matéme anksciau, n eilés sutvarkytu rinkiniu, daromu is A, EGF lygi
A" (t); ciklams kiekvienas jos koeficientas yra n kartu mazesnis. Tad,

A2 AN

C(t) = AW + 52+ 4+ —

4o,

Tai ir yra 2 teoremos tvirtinimas. o

I8 1 ir 2 teoremu iSplaukia idomiu kompleksu generuojanciu funkciju savybiu.

dpt" n" "
b= Sy
n>1 n>1
Cayley’io medziy EGF. Tada D(t) = teP®, kai |t| < e 1.
Irodymas. Pasinaudoje Stirlingo formule, nesunkiai nustatome eilutés D(t) konverga-
vimo sriti [t| < e~ !. Pastebime, kad Sakniniai miskai sudaro Cayley’io medziu ansamblj.
Vadinasi, pagal 1 teorema ju EGF issireiskia per D(t). Gauname

qnt"
Q(t) := Z = eP®,

n>0

1 iSvada. Tegu
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Pagal 6.2 teorema ¢, = d,,11/(n + 1), todél

Q(t) = z;; % =t 'D(¢).

o
2 isvada. Tegu Il(t) — jungiu funkciniy digrafu EGF, o T(t) — visy funkciniy digrafu
ansamblio EGF. Tai srityje |t| < e™?

(t) =log (1— D(t)) "', T(t) = 1_;1)@).

Irodymas. Kiekviena funkcinio digrafo komponentée yra sudaryta is ciklo ir Cayley’io
medziu, kuriu briaunos Sikart turi kryptis nukreiptas i Saknis, esancias Siame cikle.
Medziai gali buti ir pirmos eilés, tai bus ciklo virsunés. Ciklas apibrézia ir medziu
isSdéstymo tvarka, sukeitus bent du i§ ju, gaunamas kito atvaizdzio digrafas. Kitaip
tariant, i jungia funkcinio digrafo komponente galime zitiréti kaip i medziu cikla. Jei
m(n) — n eilés jungiu funkciniu digrafu skaicius, n > 1, tai Sis skaicius reiks ir tos pacios
eilées medziu ciklu kieki. Pagal 2 teorema medziu ciklu klasés EGF lygi

log (1 — D(t))

Kadangi 7 yra Sios klasés generuotas ansamblis, pagal 1 teorema gauname

(6) T(t) = exp {log (1 - D(t)) "'} = (1 - D))"

Isvada irodyta. o

-1

Naudojant 1 ir 2 igvadas ir Sia lygybe nebesunku rasti m(n) bei jo asimptotika, kai
n — oo.

Lagrange lema. Tegu funkcija f(z) yra netiesiogiai apibrézta lygybés

(7) f(z) = z6(f(2))

pagalba, kai ¢(u) — analiziné tasko u = 0 aplinkoje ir ¢(0) = 1. Jei g(z) yra analiziné
tasko z = 0 aplinkoje, tai sudétiné funkcija g(f(2)) irgi yra analiziné kazkokioje nulinio
tasko aplinkoje, be to, jos n-asis Tayloro koeficientas lygus funkcijos ¢(u)"g' (u) (n—1)-am
Tayloro koeficientui ¢,,_1, padalytam s n.

Irodymas. Tegu u = f(z) ir z = z(u) — jai atvirkstiné funkcija. IS (7) turime, kad
z = u/¢p(u). Pagal lemos salygas abi yra analizinés tam tikrose nuliniu tasku aplinkose.
Todél naudodami Kosi formule su pakankamai mazais p, p; > 0, gauname

1 ¢(w)"g'(w) , 1 ZACP-
Cn—1= 5 /|u:p o du = 271 /u|:p z(u)" =

1 JUENSE) 1 d(9(f(2) _
zZm 271 "

2700 J)z|=ps |2l=p1

ﬂ/ 9(f(2)) d=
|z|=p1

2w Zntl



33

Iziuréje pastarojo integralo prasme, baigiame lemos irodyma. o

3 teorema. Jungiy n > 1 eilés funkciniy grafy skaicius

n—1 [

w(n) =(n—1)! Z % =nle" (% + O(n3/2)),

k=0

Irodymas. Teoremos 1 pirmoje isvadoje gavome D(z) = zeP(*). Pagal (6) reikia rasti
n-a funkcijos log(1 — D(z))~! Tayloro koeficienta ir padauginti ji i n!. Pasinaudojame
Lagrange lema, kai ¢(u) = €%, o g(u) = log(1—u) ™!, ir gauname ¢"(u)g’'(u) = e™*/(1—u).
Nesunkiai randame (n — 1)-a Tayloro koeficienta. Jis lygus > ..., n*/k!. Padalije is
n ir padaugine i§ n!, randame 7(n) israiska. o

Sumos aproksimavimui pasinaudokime Bery-Eseno teorema apie konvergavimo greiti
centrinéje ribinéje teoremoje. Tegu S,, = Z; + ... + Z,, — nepriklausomu vienodai pa-
siskirs¢iusiu Poissono dydziu su vienetiniu parametru (EZ; = 1) suma. Todél S, irgi
Poissono dydis su parametru n, o

e Z = P(Sy Sn—1) = P((Sy —n)/vn < —1/yn) =
k=0

1/v/n ) 1
e 2du+0n Y == +0(n?).
=/ (%) = L+ O 1?)
Istate §i iverti i m(n) iSraiska, baigiame teoremos irodyma. o

Palyginimui pastebékime, kad jungiuju n eilés funkciniu digrafu ir visu tokios eilés
digrafu santykis

Panasiai iSvystoma ir nenumeruotyju kombinatoriniu struktiiru teorija.

10. Nenumeruotuyjy struktiru kompleksai

Nagrinéti nenumeruotu struktiiru pavyzdziai turi bendra bruoza: sudétingesni objektai
yra sudaryti i§ atskiru daliuy. Polinomus sudaro pirminiai daugikliai, binariuosius medzius
- pomedziai, i kuriu tvarka yra atsizvelgiama . Atskiros dalys gali buti net lygios. Na-
grinéjamus objektus, turin¢ius apibrézta naturaluji skai¢iu svori (atskirais atvejais tai gali
buti laipsnis, eilé ir pan.), vadinkime svorinémis kombinatorinémis strukturomis. Tegu P
yra tam tikra kombinatoriniu strukturu klaseé, x € P viena struktura, o w(k) - jos svoris.
Reikalaukime, kad klaséje P yra tik baigtinis n svorio strukturu skaicius

=NHrkeP: wk)=n}, n>1

Bet koks rinkinys
o:={kK1,...,ks}, K;EP, 1<i<s,
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gal buit pasikartojanc¢iu elementu gali buti laikomas nauja kombinatorine struktiura. Tuo
tikslu, reikia suteikti jai svori. Naturalu ji apibrezti lygybe

w(o) =w(ky) + -+ w(ks).

Tusciajam rinkiniui ¢ = () suteikime nulinj svori. Taip apibréztos struktiiros o vadi-
namos kartotinémais aibémis, o ju visuma, iskaitant ir tuscia, - aibés P kartotiniy poaibiy
struktura. Ja zymékime K(P).

Pirminiu polinomu, kuriu vyriausias koeficientas lygus vienam, virs baigtinio kuno
rinkinys yra geriausias tokios kartotinés struktiiros pavyzdys. Sutapatine ja su rinkinio
polinomu sandauga, visu polinomu aibe galétume laikyti kartotine pirminiu polinomu
struktura. Aisku, kad svoriu vaidmeni vaidina polinomu laipsniai; 7, = 7(n) - skai¢iu
n-ojo laipsnio pirminiu polinomu - nagrinéjome 3 skyrelyje.

Zvelgdami i natiiraliojo skai¢iaus adityviojo skaidinio démenis kaip i natiiraliuju skai¢iu
aibés kartotini poaibi, tokius skaidinius irgi galétume vadinti kartotiniu poaibiu struktura,
kurioje svorio vaidmeni vaidina naturaliuju skai¢iu didumai. Dabar 7, = 1 su kiekvienu
k € N.

Pradédami nuo P poaibiu, (dabar pasikartojanciu elementu k; neimtume), panasiai
gautume aibés P poaibiy strukturq. Ja zymékime P(P).

Formalias laipsnines eilutes

) = 3 = (3 1) = St

KEP n=0 “w(k)=n
K@= 3 2= (¥ 1) =Yk
c€K(P) n=0 “w(o)=n n=0

ir
SCEIDSEES M (DURIEE) wes
ceP(P) n=0 “w(o)=n n=0

vadinkime atitinkamu strukturu P, K(P) ir P(P) arba seku {m, }, {ky} bei {p,} generuo-
janciomis funkcijomis. Raskime ju sarysius.

1 teorema. Teisingos formalios lygybés:

K =ew{ 3 HEDL

P(2) :exp{ 3 %}

m=1
Irodymas. Kaip ir 3 skyrelyje gauname
(Tt k-1
> I

keztn
1k1+--+nk,=n
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Vadinasi, pakartoje ankstesnius skai¢iavimus, irodytume lygybe

K(z)=) k2" =[]0 —27)"™.

n>0 j>1
Toliau panaudodami logaritminés funkcijos skleidimo Tayloro eilute formule, gauname
K(z) = Y L
(z) = exp ZﬁjZT = exp ZE (™) p.
j>1 m>1 m>1
Antrosios irodymui pastebékime, kad
_ - T
ne I
=1

kezt"
1k14---4nky,=n

Be to,
. o) T ' oo n T
I\ J kj __ n 7\ _
H(l—i—z)ﬂ_‘ Z<k>z =) =z > H(kj)_p(z),
Jjz1 J21k=0 n=0 Eez+n J=1
1k14+--4+nk,=n
Logaritmuodami sandauga, kaip ir anks¢iau i$ ¢ia gautume antraja lemos lygybe. o

Turédami keleta skirtingu pradiniu strukturu klasiu Pg, & > 2, galétume sudaryti
dar idomesniu nauju strukturu. Dabar apibréSime seku struktura. Tegu P’ ir P” dvi
strukturos. Sutvarkytuju pory struktura vadinsime P’ x P”, kurioje poros o := (', k")
svoriu laikoma w(o) = w(k’') + w(k”). Panasiai apibrésime ir P laipsnius.

1 teorema. Jei m;, ir w, yra k-ojo svorio struktury aibése P’ ir P" skaiciai, tai n-jo
svorio sutvarkytuyju pory struktury yra

n—1
! 1
7Tk7Tn—k-
k=1

Irodymas. ISplaukia i§ apibrezimu. o
Aibés
{MPuPUP?U...
elementai vadinami P seky struktiromis. Zymékime ja S(P).

2 teorema. Seky strukturos generuojanti funkcija lygi

1

> z“’("):1+H(z)—}—H(z)2+---:1_—H(z).

ceS(P)



36
Irodymas. ISplaukia i apibrézimu. o

Dar karta prisiminkime binariuosius medzius ir Katalano skai¢ius. Kadangi kiekvienas
binarusis medis 7" yra arba viena iSoriné virsiine o, arba vidiné virstneé * ir dvieju binariuju
medziu seka, todél gauname tokia formalia schema:

{T} = {o} U{(x T, T)}.

Cia paskutiné aibé yra sudaryta is seku. Priskirdami iSorinéms virstinéms vienetinius svo-
rius, o vidinéms virstinéms - nulius, gautume nagrinétas strukturas. Uzrase atitinkamas
generuojancias funkcijas, gauname lygybe

C(z) = Zan" =2+1-0(2)-C(2) = 2+ C*(2),

n=1

kuria jau buvome 4 skyrelyje.

Kaip ir praeitame skyrelyje galétume apibresti ir nenumeruotuy struktura ciklu klase.
Reziumuodami akcentuosime, kad formalus nauju strukturu klasiu sudarymas duoda ir
ju generuojaniu funkciju rysius. Panaudodami pastaruosius, galime naujas strukturas
suskai¢iuoti.
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II. TIKIMYBINIAI UZDAVINIAI

10. Salyginiu skirstiniu panaudojimas

Apsiribokime numeruotosios struktiiros U poaibiu struktiira A := Y™, kuria trum-
pumo délei vadinkime ansambliy struktura. Tarkime, kad |U;| = m;, o |A,| = p(n) yra
atitinkamu eiliu struktiru skaiciai. Pagal 9 skyrelio teorema gauname sarysi

E p_tn = exp { E _]tj}
n! — 4l
n=0 j=1

Is ¢ia isplaukia lygybe

(1) pn)=nt Y ﬁ(%)ké

lki1+--4nk,=nj=1

Si lygybeé turi ir kitokia kombinatorine prasme. Norédami ja izvelgti, suskai¢iuokime n-os
eilés ansambliu skai¢iu kitu budu.

Tegu k(o) = (k1(0), ..., k,(0)) yra ansamblio o struktiiros vektorius. Kaip irodéme 2
skyrelyje, i§ viso yra

” 1
e

galimybiy isskaidyti n aibe nesikertanciu poaibiu sajungomis taip, kad gautume k; poai-
biu, turin¢iu j elementu, 1k + --- + nk, = n. IS kiekvieno j-os eilés poaibio galime
sudaryti m; numeruotuju pradiniu galimu ansamblio komponenciu. Taigi, visoms jo k;

J-os eilés komponentéms parinkti gauname m;’ variantu. Taigi, i viso yra

n k;
1 /fm;\" - _
j=1"7
ansambliu, turinéiu fiksuota struktiiros vektoriu k = (ki,...,k,). Sumuodami pagal

visus strukturos vektorius, i§ ¢ia gauname (1) formule.
Ansambliu aibéje A,, apibrézkime tikimybini mata, imdami

1
p(n)

vn({0}) =

, occA,,

arba v, (...) = Wln)HU eA,: ..}
Is (2) formulés matome, kad

n BNLZ;
(3) Vn(l_ﬂ(a):E):1{1k1+---+nkn:n}%né(%) :
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Daznai tikimybinius kombinatoriniu struktiiry uzdavinius galima interpretuoti kaip
nepriklausomu atsitiktiniu dydziu (a.d.) salyginiu skirstiniu nagrinéjima. Kokie tie atsi-
tiktiniai dydziai ir kokios salygos, jei nagrinéjame atvaizdziu, apibréztu ansambliu klaséje,
skirstinius daznio v,, atzvilgiu?

Primename, jog a.d. X salyginiu vidurkiu a.d. Y, igyjancio sveikas neneigiamas
reikSmes, atzvilgiu vadiname atsitiktini dydi

E(X|Y)=) EX|Y =n)1({w: Y =n}).

n>0
Cia 1(A) - atsitiktinio jvykio A indikatorius. Be to,

(4) E(X)=EEX|Y)) =) EX|Y =n)P(Y =n),

n>0

jei EX egzistuoja. Tegu, kaip ir anksciau, m; > 0 — ansambliu klase charakterizuojantys
parametrai.

1 teorema. Tarkime, £1,&s,... — nepriklausomy Poisson’o a.d. seka,

E(&) = 27m; /5! = \j(2).
Jet

/\j(Io) <A<oo, x>0,
tai bet kokiam x, 0 < x < xg a.d. eiluté

> i =

Jj21

konverguoja su tikimybe 1.

Irodymas. Isitikiname, jog
(5) > P #0) <oo
Jjz1

Kadangi i§ nelygybés 1 — et < t, t > 0, ir lemos salygos i§plaukia

P(& #0) =1~ P(& = 0) = 1 — exp{—(z/wo) wgm; /1y < Mzo)(x/w0)) < (x/0)’,

todél (5) ivertis yra akivaizdus. Dabar pagal Borelio-Kantelio lema su vienetine tikimybe
ivykiai ; = 0 ivyksta visiems indeksams j, iSskyrus baigtini ju skaiciu. IS ¢ia gauname
norima tvirtinima. o

Tegu ateityje &, = (&1,&2,- - ,&p) ir (= 161 +2& + - - - +n&,. Be to, siame skyrelyje
tarsime, kad 1 lemos salyga yra patenkinta. Kai 0 < x < xg, sveikareikSmis a.d. ( =
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1&1 +2&5 4+ - - - yra korektiskai apibréztas, todél galésime naudoti ir salyginius jo atzvilgiu
vidurkius.
2 teorema. Bet kokiam x >0 irk € ZT"

Vn(]%<0') = ];) = P(gn = 127| Cn = n)

Jei be to, 0 < x < xo, tai pratesus vektoriy ]_f(O') nuliais ki begalinio vektoriaus, t.y.
pazyméjus k(o) := (ki1(o),...,kn(0),0,...), kiekvienam k € ZT>° teisinga lygybé

Irodymas. Pastebékime, jog tiek n-maciu, tiek begaliniu vektoriaus k atveju, kai nepa-
tenkinta salyga

(*) 1k1 + - +nk, =

visos uzraSytosios tikimybés lygios nuliui. Tegu toliau (*) yra patenkinta. Begaliniu
atveju is ¢ia gauname k11 = kp4o = --- = 0. Skaic¢iuojame

- T Ai(2)
Pl =0 = S TT P& k) —esn{ Syt D [T 200" -
k=1 j=1 kog=1
n k; 1
{ RYE }ZH( )

k 1

-2 exp{ v

Cia kaip ir anks¢iau sumos imamos pagal k € Z*1", tenkinancius salyga (*). Kadangi
prie (*) salygos

tai i§ paskutiniu dvieju lygybiu isplaukia

. P, =k o=
P(n =kl Cn=n)= € : n):

Pagal (3) formule desinéje puséje esantis santykis yra daznis v, (k(c) = k). Tuo paciu
pirmasis lemos tvirtinimas yra irodytas.
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Kaip minéjome, prie lemos salygu bei (*) atsitiktinis dydis ¢ yra apibréztas ir k,411 =

kpnto = -+ =0, todél dydziu nepriklausomumo déka gauname
F_ 3 Pgn:]%ygn:npfn 1=8n2="--=0
PE=F|¢=n)= D=k o 2 PEni1 Znee =1 20)
P(Cn - n)P(£n+1 - €n+2 - = 0)
Taigi, suprastine vél turime tas pacias tikimybes. o

Kadangi pagal eksponentinés generuojancios funkcijos israiska sandauga

(© PC=m = PG =) T[ Pl&=0)= 0,
j=n+1

naudoti salygines tikimybes su a.d. { zZymiai patogiau. Pirmosios lemos salyga uztikrina
ir eilutés Z(x) konvergavima netgi platesnéje srityje |z| < xg, netgi laikant x € C.

Tarkime, kad ® : Z** — C ir kaip anksc¢iau, k(o) = (ki(0),...,k,(0),0,...),
palyginkime a.d. ®(k(o)) vidurki erdvéje {S,2%,1,} su salyginiu vidurkiu a.d. ®(&),
apibrézto, tarkim erdvéje {2, F, P}. Vengdami dviprasmiskumo, kalbédami apie pirmaja
erdve, prie vidurkio zymens E pridékime indeksa n, o antroje erdveje — x.

3 teorema. Jei vidurkis E,(®(€)) yra apibréztas, tai srityje |z| < zo

E, (®( Zp (K (o).

n>0

Irodymas. 1S 2 teoremos iSplaukia

E,(®(k(0)) = E.(®(K)[¢ = n).
Todél pagal (4) lygybe gauname

E.(2(¢)) = E:c(E (‘P(é)\ C)) =

=) E.(®()|¢=n)P =) E,(®

n>0 n>0

W\
/\
T
I
3
~

Pasinaudoje (6) formule baigiame 3 lemos irodyma.

Pritaikykime gauta lygybe atsitiktiniu keitiniu atveju. Dabar 1 teoremos salyga yra
patenkinta su zg = 1.

Isvada. Jei vidurkis E,(®(€)) yra apibréztas ir v < 1, tai keitiniy ansambliui teisinga
lygybe

E.(®(€) = (1—2) ) E,(®(k(0))x

Irodymas. Pakanka prisiminti, jog p(n) = n!, Z(z) = (1 — z)~!, ir pritaikyti 3 lema. o
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11. Goncarovo teoremos

Apsiribokime istoriskai svarbiu simetrinés grupes atveju. Atsitiktinio keitinio o stuk-
turos vektoriu k(o) = (k1(0), ka(0), ... ) patogu laikyti diskretaus laiko stochastiniu pro-
cesu. Pazymékime

H= (517527"')

diskretaus laiko procesa su nepriklausomomis reikSmeémis §; momentais j = 1,2,....
Dabar ¢; nepriklausomi Poisson’o a.d. su vidurkiais 1/j atitinkamai. Dabar anks¢iau
buves parametras x ¢ia laikomas 1. Tikédamiesi, kad galésime pereiti ir prie ribos, kai
r — 1—, galime spéti, kad k(o) silpnai konverguoja i procesa Z. Cia turime omenyje
baigtinamaciu skirstiniu

Un ((k:j1 (0),...,kj,, (0)) = (kj, ..., kjm)>

konvergavima i tikimybes

P((§j1>"-7§jm) = (kjp"'akjm)) = Hp(fjs = k‘j )
s=1
kiekvienam fiksuotam m > 1 ir vektoriui (kj,,...,k; ) € Z* . Toki konvergavima

pazymékime k(o) £ Z.

1 (Gonciarovo) teorema (1942). Simetrinés grupés keitiniu ansamblyje

k(o) &

(1]

)
jei n — oo.

Irodymas. Paprastumo délei imkime pirmasias m koordinaciu. Pakanka irodyti charak-
teristiniu funkciju

On(tyy. . tm) = Epexp{itiki(o) + - +itmkm (o)} =

1
= Z exp{itiki(0) + -+ itpkn(o)}
" o€eS,

konvergavima i m-mate charakteristine funkcija. Todél pasinaudokime paskutine praeito
skyrelio iSvada su

@(k) = exp{it1k1 + -+ Ztmk‘m}

Gauname

E.((€) = (1 —2) ) En(®(k(0))a".

n>0
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Kairioje puséje esanti vidurki lengva surasti, nes jis yra m-macio nepriklausomu koor-
dinac¢iu Poissono vektoriaus charakteristiné funkcija. Taigi,

Hexp{ (e —1)} =
:Z( S H kk;' J—l)kj)xl::ZAlxl.

150 N Lky4otmmkm—=l j=1 7

I paskutiniu dvieju israisku matome, kad ieskomasis vidurkis E, (®(k(c)) arba charak-
teristine funkcija yra funkcijos

S (T ()

1>0 k>0 1>0

kuri apibrézta intervale (—1, 1), n-asis Tayloro koeficientas. 1§ A; israiskos matome, kad
sis koeficientas lygus

Onlty, ... tm) = Z Z H " (et — 1)k =

1=0 1k1+-- —|—mkm_lj 17

- Z H k5 (e —1)h.

lki+-4mkn,<nj= l

Cia sumuojama pagal vektorius su sveikomis neneigiamomis koordinatémis, tenkinanéio-
mis uzrasyta tiesine nelygybe. Kai n — oo, Sio nelygybe apibrézto apribojimo nebelieka,
sumos pagal atskirus k; > 0 atsiskiria, todeél

pultnseoost) = [T S Hw{f—u

j=1k>0

Ta ir reikéjo irodyti. o
Pritaikykime ”kinu restorano problemai:

n dZentelmeny, uZéje | kiny restorana pietauti, atidavé savo skrybéles rubinéje. Po
piety jos buvo grazintos atsitikltinai. Raskite tikimybés, kad lygiai k dZentelmeny atgavo
savo skrybéles riba, kai n — 007

Sprendimas. Kaip iprasta, zodi ”atsitiktinai” supraskime, kad kiekvienas skrybéliu
priskyrimas dzentelmenams yra vienodai galimas, nors, formaliai kalbant, galimi ir kitokie
tikimybiniai modelai. Taigi, sunumeravus ir ponus, ir ju skrybeles, kiekviena skrybeliu
paskirstyma apraso n eilés keitiniai. Naudojantis ankstesniais Zzymenimis, gauname, kad
ieskomoji tikimybeé lygi v, (k1(0) = k), t.y. dazniui keitiniu, turin¢iu lygiai k vienetinio

ilgio ciklu. Taigi, pagal 1 Goncarovo teorema gauname ieskoma riba 6_1%. o
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Naudodami idéties ir atimties principa, irodykite, kad

valla(o) = k) = i L

Pirmosios teoremos tvirtinima galima sustiprinti, irodant baigtiniamaciu skirstiniu
momentuy konvergavima. Kadangi Poisson’o désniui patogiau naudoti faktorialinius mo-
mentus, tai prisiminsime keleta savoku. A.d. £ r-os eilés faktorialiniu momentu vadina-
mas vidurkis E({(,), éia z(,) = x(z —1)...(z —r + 1), r > 1. Zinomi sarysiai

T

T(ry = Z S(T,j)ﬂ?]

§=0
bei
r = S(Taj)x(j)7
§=0
kuriuose s(r,j) ir S(r,j), 0 < j < r, — pirmosios ir antrosios rusies Stirlingo skaiciai,
s(r,0) = S(r,0) = 0, rodo, kad a.d. turi r-os eilés momenta tada ir tik tada, kai jis
turi tos pacios eilés faktorialini momenta. Panasiai, E({)) — E({") tada ir tik tada, jei

konverguoja ir atitinkama faktorialiniu momentu seka. Pastebékime, kad Poisson’o a.d.
& su parametru A r-asis faktorialinis momentas lygus

(r)
E({)) = (6A(z_1)>

2 teorema. Tarkime, r1,...,7r1 > 0, m = 1ry + -+ lr; irl < n. Tada keitiniy
ansambliui

l l
1
Enm i=E, (kl(a)(r1) o k ( )(H)) - 1(m <n H ]_ = m <n H S](TJ

Irodymas. Kai m > n > [, vienas i skirtumu (k;(0) — s), s < r; lygus nuliui, todél
E,m = 0, ir indikatorius 1(m < n) = 0. Tegu toliau m < n. I8 3 lemos isvados isplaukia

lygybé
l
Ex(H@@)) - (1_55)2Enm$n, x < 1.
j=1

n>0

Cia kairéje puséje esanéio a.d. ¢; parametras yra lygus z7/j. Pasinaudoje a.d. nepri-
klausomumu, gauname

(ﬁé) xm(1+x+"'):ZEnmx",

J
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kai x < 1. Sulygine koeficientus prie ™, baigiame 2 teoremos irodyma. o

Panagrinésime ciklu skaiciaus atsitiktiniame keitinyje asimptotini skirstini. Tegu
w(o) =ki(o) + -+ kp(o) —

Sis skai¢ius. Remsimés Eulerio gama funkcijos I'(z) savybémis. Pagal apibrézima
o0
[(z) = / t*~te7tdt, zeC, Rz>0.
0

Lema. Funkcija I'(z) yra analiziné, isskyrus paprastus polius taskuose z = 0,1,...;
[(z+1)=2zI'(2);

(z+n41)__ T'(nt+z) .

n - F(z)F(n+1)’

Ttz — p==1(14+0(n™Y), |2/<C, n>C>0.

Irodymas. o

2 (Goncarovo) teorema.
Un(z) = vp(w(o) —logn < x logn / —u2/2 du.

Irodymas. Kaip ir 1 teoremos irodyme nagrinésime skirstinio v, (x) charakteristine
funkcija

Y (t) == e~itViogn Z eitw(o)/Viegn _. e_”\/log”go(t/\/log n).

oES,

Pasinaudosime 2 lemos isvada, kai ® : ZT>° — C yra toks funkcionalas:
(k) = exp{itk; + ithy + -+ }.

Dabar

i . i
8(E) = [[ Bac'™ = Hexp{”;—,(e”—n} (-2 teR,0<z<l.

Jj=1 Jj=1

Pagal 2 lema gauname

Taigi,
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IS sio skyrelio lemos gauname

'(n+ ')
n!

=" 11+ 0(nY))
tolygiai t € R atzvilgiu. Pakeisdami ¢ dydziu t/+/log n, pasinaudosime iverciu
[(e*/VPET) = D(1 4 o(1)) = 1+ o(1),

kai n — oco. Be to, i nelygybés | — 1 — ju + u?/2| < |ul?/6, u € R isplaukia

eitVIogny et/ VIs T -1 _ exp { —t?/2 + O((log n)il/g)}

tolygiai srityje |t| < T, ¢ia T > 0 — bet koks fiksuotas skaic¢ius. Istate gautuosius ivercius
i charakteristines funkcijos israiska, gauname

Un(t) = exp { — t7/2} (1 + o(1)),

kai n — oo, tolygiai |t| < T atvilgiu. Kadangi toks charakteristiniu funkciju konvergavi-
mas yra ekvivalentus skirstiniu silpnajam konvergavimui, teorema yra irodyta. o

UzZduotis. Kaip skaic¢iuotumete atsitiktinio keitinio maksimalaus ciklo ilgio vidurki,
kitus momentus?
12. Analizinis metodas

9 skyrelio 3 lemos rezultata galima panaudoti ir analizinio metodo pagrindimui. Na-
grinékime bendra ansambliu klase su generuojancia funkcija

Z(z) = n%%]%%n - exp{g%xj}.

Ankséiau turétas parametras xo nusako laipsninés eilutés, esancios po eksponente, kon-
vergavimo intervala. Be to, kai z < x(, apibréztas a.d.

=>4

Jjz1

Cia §; — nepriklausomi Poisson’o a.d. su vidurkiais mj:cj /3!, 7 > 1. Pastebékime, kad
tikimybé P(¢ = n) lygi funkcijos

Hexp{mj.'!mj (7 - 1)} = ZZ(&Z;))

i>1 J

Taylor’o koeficientui prie z”. Todél
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1) 2@ (D) = 3 Bu(@(R(0)) 2,

jei E(®(()) yra apibréztas ir z < zy. Tarkime, kad pagal analizinio pratesimo principa
(1) lygybéje esancias eilutes galima pratesti skritulyje |z + iy| < xo. Apskaiciavus kairéje
esanéias funkcijas, reikalingo dydzio E,(®(k(c))) asimptotikos galima ieskoti naudojant
Cauchy formule analizinéms funkcijoms. Tikimybiné interpretacija, naudota isvedant (1)
lygybe toliau darosi nebereikalinga.

Pavyzdziui, atsitiktinio ansamblio komponenciu kiekiui w(o) tirti gali buti panaudota
formulé

1 p(n)

Z(x+iy) =) <— > eitw(g)) W(x +iy)", |z +iy| <z, teER.

n>0 p(n) oeS

13. Felerio poravimas

Atsitiktiniu dydziu k;j(o), j < n, apibréztu tikimybinéje erdvéje {S,, 25" v,}, prik-
lausomumas sukelia nemaza sunkumu, todél kyla nattiralus klausimas, ar negalima juos
iSreiksti kitos erdveés nepriklausomu atsitiktiniu dydziu kombinacijomis. Yra keletas buidu
realizuoti Sia idéja. Jie vadinami poravimazis, nes vienoje tikimybineéje erdveje apibréziami
ir nepriklausomi, ir priklausomi atsitiktiniai dydziai, turintys mus dominanciu dydziu
skirstinius . Aprasysime W.Feller’io metoda.

Pradzioje modeliuojame atsitiktini keitini o, naudodami nepriklausomus Bernulio a.d.
n;, j > 1, apibréztus kurioje nors erdvéje {Q, F, P} tikimybémis

Be to, tariame, jog turime galimybe i$ baigtinés aibés skaiciu isrinkti atstova su vienoda
tikimybe ir nepriklausomai nuo dydziu ;.
Stai Feller’io algoritmas:

Startas: Atidarome cikla vienetu ir raSome
(1
1 zingsnis: Jei n, = 1, tai uzdarome pradéta cikla, 2 pradedame nauja ir raSome
(1)(2
jei m, = 0, tai prie 1 pradétame cikle priraSome 2, imdami ji su
vienoda tikimybe i$ skai¢iu {2,...,n}, ir gauname
(13
2 zingsnis: Jei n,—1 = 1, tai uzdarome pradéta cikla, maziausiu i§ nepanaudotu

skaic¢iu pradedame nauja cikla ir gauname

(1)(2)(3 arba (14)({,
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¢ia | =min{l,...,n}\{1,i};
jei mp—1 = 0, tai pradétame cikle prirasome viena i$ likusiu skaiciu,
imdami ji su vienoda tikimybe, ir gauname
(1)(2j arba (lim,
ciaje{3,...,n},ome{l,....,n}\ {1,i}.

Atlike k zingsni, toliau naudojame a.d. 7, k.

(k+ 1) zingsnis: Jei n,_r = 1, tai uzdarome pradétaji cikla ir maziausiu nepa-
naudotu skaic¢iumi pradedame nauja cikla,
jei mn—i = 0, tai atvirojo ciklo gale prirasome nepanaudota skaic¢iu,
imdami ji su vienoda tikimybe.

Po n zingsniu procesas baigiasi pradétojo ciklo uzdarymu.

Skaic¢iuodami bet kurio i§ baigtu ir pradéto ciklu varianto, gauto po kiekvieno zingsnio,
tikimybes, isitikiname, jog su tikimybe 1/n! sudaréme atsitiktini keitini, uzrasyta ciklu
sandauga.

2 teorema.

Z??j = Z’%‘(U) = w(o).

Irodymas. Pakanka pastebeti, jog ciklas pabaigiamas tada ir tik tada, kai n; = 1. o

3 teorema.
kj(g) = an = 77n—j+1(1 - nn—j+2) T (1 - nn)+

n—j
+ Z (1= nig1) - (1= i j—1) it
=1

Irodymas. Pastebékime, kad pirmasis j ilgio ciklas susidaro tada ir tik tada, kai
(Mny s Mn—j+1) = (0,...,0,1). Tai ekvivalentu lygybei

nn—j-l—l(l - nn—j+2) T (1 — ) = 1.

Véliau toks ciklas susiformuoja tada ir tik tada, kada vektoriaus (7, ...,n:) reikSmiu
sekoje pasirodo grandiné 1,0,...,0,1, kurioje tarp vienetu yra j — 1 nuliu. Suma pagal
t = 1,...,n — 7, kuri uzrasyta 3 teoremos formulavime, sudeda tiek vienetu, kiek yra
minétu grandiniu, t.y., ji suskaic¢iuoja j ilgio ciklu kieki, pradedant antruoju.

3 teorema irodyta. o

Nors 3 teoremoje irodyta lygybé kj(c) = X,,;, turédami omenyje erdve {Q,F, P},
naudosime zymeni X,,;, o kalbédami apie erdve {S,, 25" v, }, — zymeni k;(o).
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4 teorema. Pazymékime

Xj =Y mi(l=miga) - (L= nigj—1)mits-
i=1
Kain — oo,
(X1, ey Xy 00)) 2 (X1, XL,

Irodymas. Pradzioje pastebékime, kad a.d. X; yra apibréztas. IS tiesu,

ZP(W(I = i) (L= Migj—1)iy # O) <

i>1

1
< Pn,=1,n4,=1)= < 09,
—Z (77 Ni+j ) ZZ(Z+]) &Y

i>1 i>1

todeél pagal Borelio-Kantelio lema begaliné a.d. eiluté konverguoja beveik visur (b.v.).
Be to,

Rpji= > nill—mig1)---(1=migjo1)nir; — 0 bo.
i>n—j
Toliau, jei
Qnj = Mn—j+1(1 = Nn—jr2) - (1 = nn),
tai

P(an=1)§P(77n—j+1=1)=1/(”—j+1)—>0,

visiems j, kai n — oo.

Kadangi |X; — X,,;| < Rp; + Qn;, gauname bet kokio fiksuoto baigtinio skai¢iaus
a.d. X, jungtiniy skirstiniu konvergavima i atitinkamus (X1, Xo,...) baigtiniamacius
skirstinius.

4 teorema irodyta. o

Isvada. (X1,X5...) 4 (€1,&2,...). Cia kaip ir anksciau, &, §j > 1 — nepriklausomi
Poisson’o a.d. su parametrais 1/j atitinkamas.

Irodymas. Pakanka sugretinti turétus sarysius

(]6'1(0’),...,]{”(0'),0...) g (51762:”-)7

(k1 (o), kn(0),0..) L (X1, .o, Xon, 0...))

bei 4 teoremos teigini. o
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14. Atstumo pagal varijacija ivertinimas.

Atstumas d pagal (pilnaja) varijacija tarp dvieju atsitiktiniu elementu X ir Y su
reikSmémis bendroje metrinéje erdvéje S, kurios Borelio aibiu klasé yra S, skirstiniu
L(X) ir L(Y) yra apibréziamas taip:

LX), L(Y)) = sup [PL(X € B) = (Y € B)| = sup(P(X € B) ~ P,(Y € B))

Isisitinkite, kad antroji lygybé yra teisinga! Kai dydziai yra diskretis, pvz., S = ZT",
galima ir kitokia §io atstumo israiska. Tegu a™ = a, jei a > 0, ir a™ = 0, jei a < 0. Be
to, tegu a~ = a — a™. Tada tokiems dydZiams

d(L(X),L(Y) =) (P(X =5) = Po(Y = 5))

ses
Kadangi |a| = a™ + a~, i§ ¢ia iSplaukia lygybe
1
d(L(X), £(Y)) = 5 Y |PIX =5) = Py(Y =)
ses

Ateityje mes naudosimeés vektoriu

kr(o) = (k1(0),..., k(o))

ir

f?“ = (517 s 757“)
skirstiniu £(k,(0)) ir £(&,) atstumo pagal varijacija, t. y., dydzio
d.(n) == sup |vn(k.(0) € A)— P& € A)| =
ACZ+"
1 _ _ L
) Z |Vn(k7r(0) = k) — P(& = k?r)’
k.ezZ+"

ivertiniu, kai r = r(n) < en su kiekvienu ¢ > 0.

1 lema.
dr(n) < S B|X,; - X,| = d¥(n)

Jj<r
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Irodymas. PaZymékimp X, = (Xn1,. .., Xpr). Pagal 11 skyrelio 3 lema jo §kirstinys
sutampa su vektoriaus k(o) skirstiniu. Taip pat pagal 11.3 lemos isvada &, galime
pakeisti X, := (X1,...,X,). Todél

dy(n) = sup |P(Xo € A)— P(X, € A)\ < PR £ X)) <
ACZ+"
< P(Z | Xnj — X;| > 1) < d¥(n).
J<r

1 lema jrodyta.

1 teorema (Fundamentalioji lema). Jei r < n, tai

2r
d, <
(n)_n—r+1

Irodymas. Pagal 1 lema pakanka toki iverti gauti metrikai di (n). Vertinme a.d.
Xj = Xpj=Rpj = Quj= Y mi(l=nig1) - (1= nigj_1)migj—
i>n—7
— Mgt (L = Mn—jy2) -+ (1 =)

pirmaji absoliutini momenta. Remdamiesi a.d. 7; nepriklausomumu, praleisdami dalj
daugikliu, gauname

1 1
E[X: — X,.| < , -
X ]l_lmz_jl(l+j)+n—j+1
1 (1 1>+ 1
157 I I+ n—j+1
-= > %JF_;-lS
jn—j<l<n " ‘7+
1 1 2
< <

- n—j+1+n—j+1 “n—r+1

jei 7 < r. Sudéje pagal Siuos j, baigiame teoremos irodyma.
Atidziau vertinant momentus, galime patikslinti 1 teoremoje gauta nelygybe.
2 teorema. Tegu n — 00. d.(n) = o(1) tada ir tik tada, kai r = o(n).

Irodymas. Salygos r = o(n) pakankamumas isplaukia i$ 1 teoremos.
Butinumui jrodyti naudosimeés iSraiska

dr(n) = sup |vy(kr(0) € A) — P(& € A)‘ _
ACZ+"

— sup |P(G € A|¢C=n)- P@E € A)'.
ACZ+"
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Zia, kaip ir anksciau ¢ = 1&; + - - - + n&,,. Parinkime ”bloga” aibe A C Z1". Ja gali biti
aibé B
{k, € Z'": 1ky +--- + 1k, > n}.

Kadangi salyginé tikimybé lygi nuliui, gauname

dy(n) >P(Z]§]>n>>P< > §]>n): P(Y > 2n/r).

J<r r/2<j<r

Zia Y — Poisson’o a.d. su parametru

Z 1/j ~log2, r — .
r/2<j<r

Jei r = 2en, tai
P(Y >e 1) >c(e) > 0.

2 teorema irodyta.

15. Salyginiu tikimybiu iverciai

Vertinsime i$ virSaus salygines tikimybes per besalygines Siek tiek iSplésdami nag-
rin¢jamus ivykius. Paprastumo délei naudosime geometrine tikimybinés erdves interpre-
tacija, persikeldami i anksc¢iau turetu a.d. reikSmiu erdve.

Tegu dabar Q = ZT" — aibé vektoriu k = (ki,...,ky) su neneigiamomis koordinatémis
ir e; = (0,...,1,...,0), ¢ia 1 yra j-oje pozicijoje, j = 1,...,n. Zymesmle kK Lk, jei
B 4ot KR — 0 ir B < B, jei KL < kY e KL < K. Zia B = (K. k) ir

' = (k... k). Zymuo k' || k" reiks, kad &' < K" ir k' L k" — K.
Tarkime, kad aibéje 2 apibréztas tikimybinis erdviu sandaugos matas

P(k) == P({k}) = Hpj > pi(k) =
k=0

cia 0 <pj(k) <1, kail <j<n, k>0. )
Tegu L : Q — Z* - funkcija, turinti pavidala L(k) = 1k1+- - -4nky, it Q,, = L' (m) =
{k: L(k) =m}. Tolimesniems musu taikymams svarbus tikimybiu

P({k: H(k) € B} |Qn)

iverciai. Zia H : Q — G - adityvioji funkcija. Ja galima apibrézti lygybémis

]_f) = ZHj(kJ)
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kuriose H;(k;) € G, o (G, +) yra adiciné Abelio grupé, H;(0) = 0. Zinoma, idomiausias
atvejis P, := P(Q,) = o(1), kai n — oc.
Bet kokiam poaibiui U C (2 apibréziame jo plétini

V:V(U) = {l?::l?:1+l?;2—l;:3: ];71,]_62,]_6361], ];71i];?2—];33, ];73 H ];32}

bei jo papildinj U=0Q\U.
Sio skyrelio pagrindinis rezultatas yra tokia teorema.
1 teorema. Tegun > 1 ir c,c1,Cy ir Cy tokios teigiamos konstantos, kad
(¢) pj(0) > c visiems 1 < j <m;
(i) P(Qy) < Cy P, visiems 0 <m <n — 1;
(iii) P > cin™;
(

T pi(k) _ Cs
k>1,j<n pi(0) = m
kj=m

vmstems 1 < m < n.

Tada
P(V 19,) < C’P((_]).

Zia C > 0 ir priklauso tik nuo salygose jvesty konstanty.
1 teoremos irodyma pradésime lema. Joje naudojama tik salyga (7).

Lema. Pazymékime m = ke; su bet kokiais k > 1 ir j <n, q(mw) = p;(k)/p;(0),

Q={recQ,: 3kcUk Lrr+kecU}
ir Q" =Qn,\ Q. Jei P(U):=u < c*/32, tai

> qlm) <4

WEQ”

Irodymas. Imkime 7m = ke; i§ aibés Q" su kazkokiais £ > 1 ir j < n ir apibrézkime
aibe
We={l=7n+k: keUk La}CU.

Jeime @, ok e Qtokie, kad 7 L k, tai

(1) P(m+ k) = q(m)P(k).
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Vadinasi,

ir
(3) q(m) <2¢ < ¢f8.
Jeim=re;, #£m,meQ, tait W, "W, =0, kaii=j,ir
WeNWe, Cl{l=n+m+k: keQkLaklnm}
kai ¢ # j. Todél bet kuriuo atveju is (1) gauname
(4) P(Wr N W) < gq(m)q(m).

Bet kokiam poaibiui Q C Q" pazymékime

W = U We, a:=a(Q)= Z q(m).

TeEQ TEQ

Kadangi W C U, tai i$ (2) ir (4) nelygybiu gauname

(5) pz PW)> 3 P(Wo) = Y P(WanWy)2a(5—a)> 7,
TEQ T, 1 €EQ

jei a < ¢/4. Vadinasi, jei a(Q") < ¢/4, tai paéme Q = Q"”, baigiame lemos jirodyma.
Tegu priesingai, a(Q"”) > ¢/4. Parenkame @ taip, kad ji butu maksimalus Q" poaibis,

patenkinantis salyga a(Q) < ¢/4. Po to i8 netuscios aibés @ \ Q" imame elementa 7’.

Pagal miusu parinkima ¢(7’) + a(Q) > ¢/4, todél i§ (5) bei (3) gauname

p> @), ¢ (E - q(ﬂ’)) > °

&l %

4 4\4

Tai priestarauja lemos salygai. Vadinasi, prielaida a(Q") > ¢/4 buvo neteisinga.
Lema irodyta.

1 teoremos jrodymas. Galima nagrinéti atveji, kai p = P(U) §_62 /32. Pastebékime,
jog I € VNQy, yra nenulinis vektorius. Vadinasi, ji galime uzrasyti [ = 7 + k su kazkokiu
7w =ke;j, 1 < L(m) = kj < nirtokiu, kad 7 L k. Turime L(n+k) = L(mw)+L(k) = n. Dar
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daugiau, 7 € Q" arba ke @' . I8 tiesu, priesingu atveju pagal Q' apibrézima egzistuotu
toks vektorius k1 € U, kad k1 L 7, m+ky € U ir

l=k+(r+k)—k eV

Todél turéedami omenyje ankstesnius apibrézimus, lygybe

Z L(m) =n,

||l

kai [ € 2, bei (1), gauname

©)  RPTIR)=" Y POYLm=- Y amLmPE) <

levnQ, ||l T+kEVNQ,
wlk
_ 1 — -
<D am Y PR+ - Y PE)n—L(F) Y g
TeEQ" L(k)=n—L(x) keU L(m)=n—L(k)

= 21 + 22.

Pagal teoremos salygas ir lema turime

Cq
Y= Z q(ﬂ-)P(anL(ﬂ)) < 4_CPn,u

TEQ!

ir
C C
Sy € 2 < —2Pop.
n C1

Istate paskutinius du jvercius i (6), baigiame 1 teoremos irodyma.

2 teorema. 1 teoremos tvirtinimas yra teisingas nepriklausomiems Poisson’o a.d. &;
su parametrais 1/7, 1 < j < n.

Irodymas. Patikriname (i)-(iv) salygas. Kadangi dabar

1, 1
(k) = ey D

tai (i) salyga yra patenkinta su ¢ = e~ !. I8 lygybés L(k) = 1k; + -+ nk, = m < n
isplaukia k; = 0, kai m +1 < j < n. Todél Cauchy formulé

1
2 5=

L(k)=m j=1
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duoda jverti

1
P(Qm) :P’n :exp{ —Z—} 2 e_ln_l
J

i=1
visiems 0 < m < n. Vadinasi, (ii) ir (iii) galioja su C; = 1 bei ¢; = e~1. Pagaliau,
k—1
1 2 1 1 k 4
— <4 — < —
jkk!_m+m Z (k—l)!(m) - m’

klm
2<k<m/2

jk=m

ir (iv) salygoje galime imti Cy = 4.
Taigi, 2 teorema iSplaukia i 1 teoremos.

Mums reikalinga isvada.

3 teorema. Jei h: S, — G - adityvioji funkcija, apibrézta naudojant dvigubq sekq is
adicinés Abelio grupés G elementy h;(k), h;(0) =0, tai bet kokiam poaibiui A C G

yn(h(a) ¢A+A—A) < Cp(ihj(gj) ¢A).

Irodymas. Trumpumo délei pazymeékime

bei £ = (&1,...,&,). Pastebékime, kad

H(l+k)=H( kail L k,

_|_
=
=

ir iS ¢ia

H(—k)=H(l)— H(k), kai k || 1.
Anksé¢iau buvome isvede lygybe

yn<h(a)§zA+A—A> :P(H(5)¢A+A—A|<:n>.

Salyga ¢ = n ekvivalenti 1 ir 2 teoremose naudotai salygai € € Q,,. Parinkime 2 teoremoje
naudota aibe U = {k: H(k) € A)} ir sudarykime plétinj

V:V(U) = {];7:]2'14—]2’2—]2’3 eV ]2'1,/%2,]%3 € U, ]%1 J_E’Q—]_Cg,,];’g || ]6'2, }
Bet kuriam i$ Siy vektoriuy

H(k) = H(k)) + H(ky — k3) = H(ky) + H(ky) — H(k3) € A+ A — A.
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Vadinasi,
Hk)gA+A-A)Cclk: kgV}i=V.
Matome, kad 3 teorema yra 2 teoremos isvada.

1 iSvada. Tarkime, kad h : S,, — R yra reali funkcija, apibrézta simetrinéje grupéje.
Bet kokiems a € R ir x > 0 yra teisinga nelygybé

n

> i) —a

j=1

Vn(|h(a) —al > x) < cp(

> a/3),

Irodymas. 3 teoremoje paimkime G = R ir A = {u : |u—a|] < z/3}. Kadangi
u€ A+ A— A turi iraiska u = u; +ug —ug su |u; —a|l < x/3,i=1,2,3, tai lu—al < zx
irA+A—AcC {u: |u—al <z} Vadinasi,

vn(lh(o) —al > x) <v,(h(oc) g A+ A—A).

Irodyma baigiame pritaike 3 teorema.

2 isvada. Tarkime, kad h : S,, — R - reali adityvioji funkcija funkcija, apibrézta
simetrinéje grupéje. PazZymékime

Tada )
Dy = — > (h(o) = A(n))* < C1B(n)*.

o€ES,
Zia C - absoliuti teigiama konstanta.

Irodymas. Pastebékime, kad D,, yra skirstinio
Un(2) := vp(h(o) — A(n) < x)

antrasis momentas. Todél

Pritaike 1 iSvada, gauname

1) D, < 15CB( X hy(&) - A<n>)2

Jj<n
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Dydziui D,, reikdmés h;(k), kai jk > n, jokios jtakos neturi. Tad, jas laikome lygiomis
nuliui. Naudodami Cauchy nelygybe, ivertiname

S Bhy(6) - A < Xl -1 Y Bl <

J=n j<n k<n/j
[ ()] 1 \?
= Z FEHLE < B(n) Z FETTR] < C3B(n).
jk<n G k>1 :

Dabar i§ (1) ir nelygybés (z + y)? < 222 + 22, z,y € R, isplaukia

D, <36C > Eh;(¢;)? +36CC3B(n)* < C1B(n)>.

j<n

2 isvada irodyta.

Kitiems kombinatoriniams ansambliams Sio skyrelio rezultatu analogai yra labiau kom-
plikuoti.

16. Silpnasis didziuju skaiciu désnis
Kada adityviu funkciju seka h,, : S,, — R tenkina sarysi

(1) Vn(|hn(0) = a(n)| = €) = o(1),

kai n — oo, a(n) yra realiu skai¢iy seka, o € > 0 - bet koks fiksuotas skaic¢ius? Tokie
iverciai paprastai vadinami didziuju skai¢iu désniais (silpnaisiais d.s.d.). Kadangi funkci-
jas h,, turi israiska

¢ia hy,;(k) - net triju kintamuju seka, h,;(0) = 0, tai ir salygos turi iSsireiksti per Sia
seka. Pastebékime, jog visada galime imti h,;(k) = 0, jei j > n arba k > n/j. IS tiesu,
Sios reiksmeés nedalyvauja (1) dazniuose ir gali buti bet kaip pakeistos.

Sugretinkime miisu uzdavinj su atitinkama n.a.d. problema. Jei kaip ir anksciau ¢;,
j = 1,2,..., - na.d., turintys Poisson’o skirstinius su parametrais 1/j atitinkamai, tai
reikia nagrinéti tikimybes

P(e) := P(IX,, — a(n)] = ),

kai n — oo. Pazymékime X,,; = h,;(§;).

1 lema. A. dydzZiai X,;, 1 < j < n, yra tolygiai nykstami tada ir tik tada, kai
kiekvienam fiksuotam j > 1 ir k > 1 turime hy;(k) — 0.
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Irodymas. Skaiciuojame

.1

._ , _ =1/j_~

(2) pri=max P(IXn| 2 e) =max Y e
E>1
|hnj (k)| >e

Tarkime K > 1 - bet koks fiksuotas skaicius. Jei h,;(k) — 0, tai §i savybé yra islaikoma
su visais j < K ir k < K. Parinkime n > ng pakankamai dideli, kad |h,;(k)| < € visiems
Sitiems indeksams. Taigi dideliems n galime nagrinéti tik tokius démenis, kai j > K arba
k > K. Vadinasi,

1 1 1
pu S max D g max > o= 0(%),
k>1 E>K

jei n > ng. Taigi, P, — 0, jei n — oo.
Atvirkscias tvirtinimas patikrinamas priestaros budu. Lema jrodyta.

Pazymeékime v* = min{|ul, 1} sgn bei a,; = hy;(1).

2 lema. Tarkime, kad hy;(k) — 0 kiekvienam fiksuotam j > 1 ir k > 1. Jei

>

jsn
tai paeme
a .
a(n) = Ai(n) = ) %
Jj<n
|anj|<1
gauname

P(|Xn — Ai1(n)] = 6) = o(1),
kai n — oo.

Irodymas. Teiginys yra bendros n.a.d. sumavimo teorijos atitinkamos teoremos isvada.
Pateiksime tik pora detaliu.
Tegu a = a, jei |a] < 1,ir a =0, jei |a|] > 1. Pazymékime

Yo=Y Xnj=> hnj(&).
j<n i<n

Nagrinékime

P(8) = P(|Xn = Yo 28) S PEj: j<n Xoj #Xuj) <D D 7 <
j<n - ’

1 1
< > st 2 gl

j<n Jzl k>
‘anj‘z]- |hnj(k)|21
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Pirmoji suma artéjo i nulj pagal lemos salyga, o antroji - dél eiluciu tolygaus konvergavimo
atzvilgiu n.
Toliau isitikiname, kad

> EX,; — Ai(n) =o(1).

J<n

Vadinasi centruojancia konstantu seka A;(n) galime pakeisti vidurkiu suma. Toliau pri-
taikome ZebySovo nelygybe. Gauname

S
P( > 5) <O BXZ <6 Y h”?k(lj) = o(1),
Ik

j<n j<nk<n/j
kai n neapréztai didéja. Ir vél pasinaudojome 2 lemos salyga bei tolygiu kartotinés eilutés
konvergavimu n atzvilgiu.
2 lema irodyta.

Y, - Y EX,;

j<n

Atkreipkime démesi i viena aplinkybe: jei h,;(k) — 0, tai ribiniu teoremu salygose
nepasirodo reikmes h,;(k) su k > 2.

Teorema. Tarkime, kad kiekvienam fiksuotam j > 1 ir k > 1 yra patenkinta salyga
hp;(k) — 0. Jei

j<n 7
tar su a
a(n) =Ai(n)= >
j<n
lan;|<1
dazniai

Vn(0) := vp(|hn(oy — Ar(n)| = 6) = o(1),
kain — oco. Zia § > 0 bet koks fiksuotas skaicius.
Irodymas. 1S paskutinio skyrelio 1 iSvados gauname
vn(0) < CP(6/3).

Todél pagal 2 §io skyrelio lema v,,(6) = o(1), kai n — oc.
Teorema irodyta.

17. Centriné ribiné teorema

Kada adityviu funkciju sekai h,, : S,, — R galioja centriné ribiné teorema, t.y., kada

vn () := vn(hn(0) — a(n) <) — @(z) := \/% /_m e du,
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su kazkokia realiy skai¢iu seka a(n)? Zia ir véliau ribinio peréjimo n — co nenurodinési-
me.

Kaip ir 14 skyrelyje, palyginkime §i uzdavini su atitinkama n.a.d. problema. Tegu
kaip ir anksé¢iau §;, j = 1,2, ..., - n.a.d., turintys Poisson’o skirstinius su parametrais 1/
atitinkamai. ReikSmes hy,;(k), kai jk > n galime parinkti mums patogiu budu. Kaip ir
didziuju skaiciu désnyje, net reikdmes, kai k > 2, esant nykstamumo salygai h,;(k) — 0,
irgi netures itakos. Pasinaudokime bendra a.d. sumavimo teorija.

1 lema. Tarkime Z,;, j <n, n.a.d su skirstiniy funkcijomis Fy,;(x), Wy, == Xp1 +- -+
Xon. Tam kad jie buty tolygiai nykstami ir

P(W,, —b, <z) — ®(z),
yra butina ir pakankama, kad
(i) > P(|Xnsl =€) =0
Jj<n

kiekvienam ¢ > 0;

(i) > </|x<1x2 dF,;(z) — (/ﬂdxanj(x))z) 1

ji<n

(iii) b, = Z/ xdF,j(x) + o(1).

Musu atveju 1 lemos salygos suprastéja.

2 lema. Tarkime an; — 0 su kiekvienu fiksuotu j > 1. N.a.dydziai X,,; := an;§&; tenkina
(i), (ii) ir (iii) salygas tada ir tik tada, kai

(1) > %—>o

kiekvienam € > 0;

@ > o
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(3) bn - Z aﬂ + 0(1).
Jj<n J
|anj|<1

Irodymas. Salygu (i) ir (1) ekvivalentuma i$ esmés jau esame nagrinéje 14 skyrelyje.
Supaprastiname (ii) salyga. Kadangi dabar

ik
rdF,;(r) = eil/ﬂ—a,m ,
/$|<1 ]( ) Z jkk"

k>1
lan;|k<1
tai
2 AN a2
(4) Z(/ xanj(x)> < > aij<ze—1th‘> = 3 M =o(1).
i<n lz|<1 i<n k>1 JER j<n J
|anj|<1 |anj|<1

Taigi atéminys (ii) salygoje gali buti praleistas. Skai¢iuokime jos pirmaji nari. Gauname,
kad jis lygus

2 2 1.2
az . as .k
— n — n
E{ 61/]—,‘7—|—§:€ 1/3 § -
J X J
ji<n Jj<n k>2
|anj|<1 |anj|k<1

Pirmaji démeni supaprastiname naudodami nelygybe |e=1/7 — 1| < 1/ ir (4) iverti. Po
to lieka isitikinti, kad paskutinis démuo artéja i nuli. Susumavus pagal k£ > 2, matome,
jog jis nevirsija

3 i (1)
—= =0
2

jen 7

|anj|<1

Panasiai nagrinéjamas ir (3) bei (iii) ekvivalentumas.
2 lema irodyta.

Trumpumo délei (1), (2) ir (3) salygas uzrasykime kiek kitaip. Tegu

u* = min{|ul, 1} sgn u.

3 lema. 2 lemos salygos yra ekvivalencios tokioms salygoms:

ay . 1, jei x>0,
(A) > —,’H{ .

~ 7 0, gjer x<O0;
aiyga:
ar .
(B) b, = 2 1+ 0(1)
j<n 7

Irodymas yra trivialus.
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4 lema. Jei skirstiniai
Un(z) := vp(hn(o) — a(n) < x)

silpnai konverguoja i kazkokiq skirsitinio funkcija F(x) ir

o) n([gn(@) = h(0)] 2 £) =0,

tai ir vp(gn(0) — a(n) < z) silpnai konverguoja i ta paciq funkcija F(x).
Irodymas. /r. bendraji tikimybiu teorijos kursa.

5 lema. Jei hy,j(k) — 0 fiksuotiems j, k > 1, anj = hyj(1), tai hy(0) ir

gn(0) = Z an;k;(o)

Jj<n
patenkina (5) salyga.

Irodymas. Skirtumas h, (o) — g,(o) yra adityvioji funkcija, patenkinanti didziuju
skaic¢iu désnio salygas (Zr. 14 skyrelio teorema).
5 lema jrodyta.

Funkcija g,(0) yra visiskai adityvi. Vadinasi, pagal 4 lema anks¢iau suformuluota
centrine ribine problema galima tirti tik tokioms funkcijoms. Toliau laikysime, kad h.,
yra visiskai adityviu funkciju seka, o X,,; = an;§;.

Teorema. Tegu hy (o) - visiskai adityviuju funkciju seka, hp;(k) = anjk i an; — 0
kiekvienam 7 > 1. Jei

tar su

dazniai vy, (hy(0)—a(n) < x) konverguoja i standartinio normaliojo désnio skirsting ®(x).
Atvirksciai, jei be to, kiekvienam 0 < § < 1

(6) ST = o)

n<j<n

tai (A) salyga tokiam konvergavimui yra butina.
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Irodymas. Pastebékime, kad i$ (A) isplaukia

j<n
lan;|>e

su kiekvienu € > 0, todél ir su kazkokiu € = ¢(n) — 0. Dar daugiau i$ jos isplaukia ir (6)
salyga. IS tiesu, fiksuokime § < 1 ir vertinkime

2

S Moy B 3 oo+ OCmlos1/6) = o)

n<j<n ji<n 5n<j<n
lan;|>e

Toliau taikome Fundamentaliaja lema.....
18. Multiaibés struktiros vektoriaus asimptotinis skirstinys

Polinomu virs baigtinio kiino Fj[z] su vienetiniu vyriausiuoju koeficientu multip-
likacinis pusgrupis nesudaro auksc¢iau nagrinéto ansamblio. Skaic¢iaus n adityvieji skai-
diniai — irgi. Vienok, statistiku, apibréztu Siose strukturose, tikimybinius uzdavinius
galime spresti. Sios struktaru klasés yra bendresniu struktaru, multiaibe, pavyzdziai.
Apibrézkime Sia savoka.

Tarkime o — n eilés kombinatoriné struktiira, susidedanti i§ komponenciu, kuriu eilés
yra 1,2,...,n ir tokiu komponenéiu yra ki, k, ..., ky,, atitinkamai. Zia k; = k;(c) > 0
ir

(1) 1k1 + -+ nk, =

Komponentés gali buti ir vienodos. Kiek galétume sudaryti tokiu o su strukturos vektori-
umi k, tenkinanciu (1) salyga? Tarkime, kad mes zinome visa j eilés komponenciu skaic¢iu
1 <m(j) < o0, i8 kuriu jos imamos su galimais pakartojimais. Tada ju sudarytume

K m(m(G) + k-1
Nn<k):1(1k1—|—...+nkn)H (77'(])—; J )
j=1 J
Vadinasi, i$ viso n eilés struktiry, vadinamu multiaibémis, gautume

ZH( )

k, (1) J=1

Pavyzdziai:
1) Fylz] atvejis: p(n) = q¢", o m(j) = ¢’ /§ + O(qi/?);
2) n adityviuyju skaidiniu atvejis: 7(j) = 1, p(n) — Hardzio-Ramanudzano funkcija;

3) sakniniai nenumeruoti miskai, susidedantys i§ sakniniu medziu;
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4) baigtinés aibés atvaizdziu modeliai, kurie gaunami i$ visu atvaizdziu funkciniu
digrafy praleidziant virSuniu numeracija ir sutapatinant izomorfiskus digrafus;

5) binarieji miskai, susidedantys i§ binariuju medziu.
Ne visuomet 7(j) ir p(n) yra paprastu israisku. Kaip jas gauti?

1 teorema. Tegu

Z(0) =1+ Y p)t", a(t) =Y w(GW -

multiaibiy ir ju komponenciy generuojancios funkcijos. Jas risa lygybé

[oe) a k
Z(t) =[Ja-t)"D = exp{z (/i )}.

i>1 k=1

Irodymas. Zr. atitinkamos lemos F o [7] atveju irodyma.

Atskirais atvejais yra ir daugiau sarysiu, kuriuos galima butu panaudoti. Tikimy-
biniai uzdaviniai prasideda, kai mes traukiame o su kazkokia tikimybe, dazniausiai lygia
vn({o}) :==1/p(n). Aptarkime dazniu

Vn(];?) = I/n(kl(O') = ]{71, . ,kn(o') = kn)
savybes.

Prisiminkime a.d., pasiskirs¢iusiu pagal neigiama binomini désni su parametrais
(M,a), M € N, 0 < a < 1, savybes. Jei 7 toks dydis,, tai jo generuojanti funkcija

lygi .
6= X Pl =0 = (1)

k>0

o jo faktorialiniai momentai lygis

aM o _ CLQM(M—I— 1)
1—a’ E7(7_1>_¢ (Z)|z:1—w,...

E’Y - ¢/(Z)|z:1 =

Ey(y—1)...(y =i+ 1) = ¢(2)].=1 = (1 - a) F(p]\é\;)i)v“'

Zia T' — Eulerio gama funkcija.
2 teroema. Tequ 7y1,...,Yn — nepriklausomi a.d., pasiskirste pagal neigiama binoming
désnj su parametrais (n(j),27), 1 <j <n, x>0, ty.,

j k—1 NP
P(’yj = k) = (W(j) 4]; )(1 _ :I;J)W(J)xjk7 k> O,
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’7:(71,---;%1) 27’621’)/14—4-717” Tada

Irodymas. Tegu

Zn(x) = [[(1 —a?)~"0).

Jj=1

Skaic¢iuojame
n . 1 ‘ o
@ pe=m=3 [I("3B T aymh — 20w ),
k,(1)j=1 J

Dabar salyginé tikimybé (2 teoremos formulavime) lygi

m(j) +kj —
k;j

1) (1 — )@ ks — Nu(k)

_n—l n =n - (lz:
PO =n)""1(1k) + --- + nk, )]Ul( p(n)

Galétume naudoti ir begalini vektoriu

’7:’7(3") = (717"'77?’”"' )7
bet tada turétume uztikrinti eilutés
1fyl++nfyn+..

konvergavima su tikimybe 1. Pagal Borelio-Kantelio lema reiktu uztikrinti eilutes
> P(y; = 1)

konvergavima. Naturalu x parinkima rodo §i teorema.

3 teorema. Tarkime kartotiniy atranky klasé A = {o} tenkina salyga

(3) p(n—1)

() —z € (0,1).

Jetn — oo, tai

(E1(0), - kn(0),0,...) 2 5()

baigtinamaciu skirstiniy prasme. Be to, pastarujy visi fiksuotos eilés momentai konver-
guoja i ribinio proceso momentus.
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Irodymas. Neigiama binomini désni vienareikSmiskai apibrézia jo momentu seka, todél
skirstiniu konvergavimas iSplauks i§ visu eiliu momentuy konvergavimo. Ir vél patogiau
naudoti faktorialinius momentus. Paprastumo sumetimais nagrinésime tik pirmasias r
koordinaciu, kai r fiksuotas skaicius. Imkime bet koki misruji <1 + --- 4+ 7, =: ¢ eilés
faktorialini momenta

T L) +i)
Evigiy) - Vr(i) = H Evju = 31;[1 TG =2 M(z), 0<z<l.

Tiriamasis struktiiros vektoriaus pirmuju koordinac¢iu tokios pat eilés faktorialinis mo-
mentas lygus

M, =E, (k1(21)<0-) Ce kr(ir) Z kl(u) : k?"(’tr)( )
GEA

Zia A, = {0 € A: oeile =n}.
Vél pasinaudosime salyginémis tikimybémis. Kai a.d. X vidurkis egzistuoja ir ¥ —
a.d., igyjantis sveikas neneigiamas reikSmes, turime

EX =E(E(z|Y)) =) E(X|Y =n)P(Y =n).
n>0

Tikimybinéje erdvéje, kurioje apibrézti a.d. v;, j < n, kai 0 < x < 1 gauname

=Y E() -] © = 1) P( =) unx

n>0 n>0

Pagal 2 teorema salyginis vidurkis lygus M,,, todél pasinaudoje (2) formule, gauname

) M) = s 3 Mapln)e”

Padauginkime abi puses i$ multiaibés generuojancios funkcijos

= Zp(n):v" = H(l — )7,

n>0 i>1

Matome, kad

Zan 1+xn+1_’_ ”)7
n>0

o paskutiné begaliné eiluté neturi itakos n Tayloro koeficiento skai¢iavimui. Vadinasi,
n-ieji koeficientai yra susije lygybe

> pln —i)u; = p(n) M.
1=0
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Reikia rasti riba

4 Mn - — Uy,
) — p(n)
kai n — oco. I8 (3) iSplaukia
p(n B 7’) N
p(n)
kiekvienam fiksuotam i, be to,
-1
sup IM =:c <1,
n>N p(n)

kai N pakankamai didelis. Pazymékime
-1
K = max { sup ZM, 1},

tada

Vadinasi, eilute

M, = Xn: %ui < guiKNciN = (%)N > uict = <§)NM(C) < 0.

i=0 i>0
Gauname ‘
M, — Zuixz = M(x).
i>0
o
Polinomu vir§ baigtinio kiino atveju p(n — 1)/p(n) = ¢!, tad teorema galioja su
x = ¢~ '. Kiti pavyzdziai yra labiau komplikuoti. Idomus pastebéjimas pasakomas Sia

teorema:

4 teorema. Je: kartotinei atrankai yra patenkinta salyga

1
— Z kl(O') — 1l > 0,
p(n) ogEA,
tar
p(n—1) I

p(n)  L+w(l)

Be to, tada teisingas 3 teoremos tvirtinimas.
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Irodymas. Pasinaudokime (4) formule, kai r =1
1 p(n — i)
M, :=E,ki(0) = — Z k(o) == —u,.

Dabar u; apibréziami eilute

Lr(l)+1) =  w(z
I'(r(1) T 1 = Mzl ).

Taigi, u, = (1), kai n > 1, 0 up = 0 ir todél

Nesunku patikrinti, kad galioja rekurentusis sarysis

(5) MnZM(M—n—1+7T(1)).

p(n)

Jei patenkinta 4 teoremos salyga, pereiname prie ribos ir i§ (5) iSvedame norima sarysi

Iy = nli—>nolo %(ll + 7(1)).

Pirmasis teiginys rodytas. Kadangi surastoji riba yra intervale (0, 1), antrasis tvirtinimas
iSplaukia i§ 3 teoremos. o

Toliau vystydami panasia teorija, kaip ir simetrinés grupés atveju, galétume nagrinéti
adityviasias funkcijas, apibréztas multiaibiu aibéje.
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